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1 Uvod

Uz v 70. letech minulého stoleti si nékteri matematikové vsimli, Ze mnoho tézkych
grafovych kombinatorickych problémi lze efektivné resit dynamickym programo-
vanim na grafech s omezenou dimenzi [BB73]. Mnohem vhodnéjsim parametrem
se pozdéji ukazala byt stromovd sirka, zavedend Robertsonem a Seymourem pti
praci na Graph Minor Project [RS84, RS86]. Algoritmy pak maji podobu dyna-
mického programovani na stromovém rozkladu vstupniho grafu. Dalsim postupem
casu se objevily jiné mozné parametry a vznikl cely obor nazyvany parametrizo-
vand sloZitost [DF99], ¢asto téz spojovany se zkratkou FPTE.

Do stejného obdobi 1ze vysledovat kofeny jiného zajimavého a dnes aktivniho
oboru, deskriptivni sloZitosti. Ta se zabyva vztahem riznych logickych jazykt
a trid vypocetni slozitosti. V roce 1974 Fagin dokéazal, Ze problémy tiidy NP
presné odpovidaji sentencim existencni logiky druhého fadu (ISOE — obsahuje
formule zacinajici existencnimi kvantifikdtory pres proménné druhého radu na-
sledovanymi formuli prvniho fddu) [Fag74], v roce 1982 pak ukdzal Immerman, ze
problémy tridy P odpovidaji sentencim lo%iky prvniho fadu s pridanym operato-
rem nejmensiho pevného bodu (FO(LFP)® — LEP operétor intuitivné odpovida
induktivni definici relace a lze s nim napiiklad popsat tranzitivni uzévér grafu)
[Imm82]. Mnoho dalsich vysledki lze najit v Immermanové rozsahlé knize, kterd
se stala zdkladem tohoto oboru [[mm99].

Na jistém pomezi zminénych dvou oborii se nachazi tzv. Courcellova véta.
V roce 1990 dokazal Courcelle, ze kazdou grafovou vlastnost popsatelnou v mo-
nadické logice druhého fadu (MSO® — proménné druhého fadu jsou pouze mnoziny
prvki univerza, nikoliv relaci vyssich arit) 1ze na rela¢nich strukturéch s omezenou
stromovou sitkou rozhodnout v ¢ase linedrnim vzhledem k velikosti dané struk-
tury [Cou90]. Je dulezité zduraznit, ze zavislost slozitosti na velikosti formule
popisujici danou vlastnost, a na stromové sitce struktury, je obecné velmi rychle
rostouci funkce (mocninnd véz), presnymi odhady slozitosti se zabyvaji Frick a
Grohe [FG04]. Kratce po zvefejnéni Courcellova dikazu byla véta rozsifena na
optimaliza¢ni varianty problému (EMSOLE) [ALS91].

Courcellovu vétu lze dokazat nékolika zptisoby. Obvyklym postupem byva
konstrukce tzv. stromového automatu, ktery rozhoduje, zda je struktura A mode-
lem formule ¢, at uz je konstrukce explicitni [ALS91], nebo implicitni [Cou90] po-
moci kompozi¢nich vét (v duchu Fefermanovy-Vaughtovy véty, viz Makowského
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piehledovy ¢lanek [Mak04)]). Cas potiebny pro konstrukci automatu a jeho veli-
kost zavisi jen na stromové sitce struktury a velikosti ¢. Tento postup s sebou
v praxi nese znacné nevyhody, protoze velikost automatu je obrovska, a tak al-
goritmus typicky pro nedostatek paméti selze diive, nez se viibec dostane ke
vstupnimu grafu. To vedlo ke hledani jinych cest, o ¢emz svédéi fada publikaci,
napf. [Fri0l, GPW10, KLR11].

Préace ¢tenare nejprve v Kapitole E podrobnéji uvede do problematiky. Hlav-
nim bodem je samostatny dikaz Courcellovy véty zalozeny na konceptu logickych
her, kterym se zabyva Kapitola . Pak prace nabizi v Kapitole fl pohled na sou-
casny vyzkum moznosti praktického vyuziti této véty a poskytuje mnozstvi uka-
zatelll na sméry, kterymi je mozné se v této oblasti vydat. Myslenky obsazeného
diikkazu byly uvedeny do praxe v demonstracnim programu, implementovaném
v jazyce Python a blize popsaném v Kapitole f.

Courcellova véta je Siroce znamym vysledkem v oblasti teorie grafti a algo-
ritmu. Presto se jeji uceleny dikaz v ucebnicich prakticky nevyskytuje. Tato
prace takovy diikaz poskytuje — seznami ¢tenafe se vSemi potrebnymi prerekvizi-
tami a vétu dokaze bez nutnosti odkazovat se na jiné (zde nedokézané) vysledky.
To je také jejim hlavnim pfinosem.

Na zaveér by bylo vhodné podotknout, ze pohled prace vychazi predevsim ze
¢lanku od Gottloba et al. [GPW1(], ktery na prvni pohled sliboval zajimavy a
prakticky pristup vhodny pro implementaci. Jak se ale ukézalo pozdéji, hlavni
prinos tohoto ¢lanku pro praxi netkvi v dikazu obecné Courcellovy véty, ny-
brz v novém a zajimavém zpusobu tvorby specifickych algoritmt. Z toho také
plyne spise demonstracni hodnota vytvoreného programu. Ten sice implementuje
algoritmus popsany v dikazu Courcellovy véty, ale neklade si za cil byt v tom
obzvlast efektivni. Hlavni moznosti vylepseni vidime v oblasti teorie, spise nez
samotné implementace. K pristupu zminéného c¢lanku se jesté vratime v Kapitole



2 Prerekvizity

Nez pristoupime k samotnému dikazu Courcellovy véty, potfebujeme zavést za-
kladni pojmy, uc¢init nékolik pozorovani a dokazat jednu vétu, na niz nas dikaz
Courcellovy véty stoji.

2.1 Konecné relacni struktury

Definice 1. Konecnou mnozinu symbolia 7 = {¢,..., ¢, Ry, ..., R} budeme
nazyvat abecedou. Symboly ¢y, ..., ¢, nazyvame konstanty, Ry, ..., Rx nazyvame
relace.

Casto pro piehlednost délime abecedu na st obsahujici konstanty 7, =
c1,...,C, a Cast obsahujici relace 7 = Ry, ..., Rx. Pak 7 = 7. U 73.

Definice 2. Konecnd relacni struktura A nad 7 je dana koneCnou doménou
A = dom(A) a realizaci konstant a relaci. Realizaci konstant myslime pfifazeni
prvki domény konstantdm abecedy 7, tedy pro kazdé i existuje néjaké a € A
takové, Ze ¢! = a. Realizaci relacf myslime pfifazenf mnozin RA C A% relacim 7,
kde a; oznacuje arity R; € 7. Pouzivame znaceni A = (A, cit, ..., i, R{Y, ..., RY).
Protoze se nebudeme zabyvat jinymi nez koneénymi relacnimi strukturami, bu-
deme dale tikat jednoduse struktura.

Pridani konstant a relaci do struktury je potieba reflektovat i zménou abecedy
7. To obvykle nedélame explicitné, nybrz jen znacenim (A, aq,...,a;, A1,... Ap),
které znamend pridani novych konstant a relaci do abecedy a urceni jejich realizaci
i = a; a R = A;. Pojmem konstanty struktury myslime realizace konstant
abecedy struktury, obdobné relace struktury jsou realizace relaci abecedy dané

struktury.

Definice 3. Velikosti struktury A myslime soucet velikosti jeji domény |dom(.A)],
realizaci jejich konstant |ci!| = k a realizaci jejich relaci |R7|. Tedy |A| =
|[dom(A)] + k + X pie, [R7Y.

Priklad 4. Jiz od zacatku je zfejmé, Ze nejcastéji zkoumanou strukturou budou na
nasledujicich strankéch grafy. Graf G je (popsano slovnikem definic vyse) struk-
tura nad abecedou 7 = {E'}, kde F je bindrni relace, dand doménou dom(G) =V
a realizaci relace E, kterou zna¢ime EY. Velikost G je soucet poétu jeho vrcholi
a hran, |G| = |V| + |EY). Budeme-li chtit napiiklad rozhodnout problém dosa-
zitelnosti mezi dvéma konkrétnimi vrcholy s a ¢, musime je v grafu vyznacit,
tedy zavést je jako konstanty. Mluvime pak o struktufe G s konstantami s a t
a piseme (G, s,t). Kdybychom chtéli testovat spravnost néjakého obarveni grafu
tfemi barvami, zavedeme barvy do grafu jako trojici mnozin R, G a B a piSeme
(G,R,G,B).



2.2 Stromova sirka

2.2.1 Stromovy rozklad a stromova sirka

Definice 5. Stromovy rozklad T t-struktury A je takova dvojice (T, (A¢)ier),
kde T je strom (jehoz vrcholy t € T nazyvame uzly) a kazda z A;, kterym fikdme
kapsy, je podmnozina A s nasledujicimi vlastnostmi:

1) Kazdé a € A je obsazeno v néjaké A;.

2) Pro kazdou R; € 7 a kazdou a-tici (ay,...,a,) € R existuje uzel
t € T takovy, ze {aq,...,a,} C Ay.

3) Pro kazdé a € A indukuje mnozina {t | a € A;} souvisly podstrom
ve stromu 7.

Definice 6. Sitka rozkladu T je max{|A,| | t € T} — 1, neboli velikost nejvétsi
kapsy rozkladu minus 1.

Definice 7. Stromovd Sitka struktury A je nejmensi Sitka pfes vSechny mozné
rozklady 7. Znacime ji tw(A).

Definice 8. podminka 3°): pro kazdé dva uzly t; a t; a uzel ¢y, ktery lezi na cesté
mezi nimi, plati A, N A; C Ag.

Tvrzeni 9. Podminka 3) v definici stromového rozkladu je ekvivalentni podmince
3’) vise [Klo94)].

Co tikaji definice vyse pro grafy? Podminka 1) zajistuje, ze kazdy vrchol je
obsazeny v néjaké kapse. Podminka 2) zarucuje néco podobného pro hrany —
kapsy sice zadné hrany neobsahuji (jsou to jen podmnoziny vrcholi), ale tato
podminka tika, Zze pro kazdé dva vrcholy spojené hranou existuje kapsa, ve které
se vyskytuji oba dva. Z podminky 3) pak plyne vétsina vlastnosti stromovych
rozkladi, diky nimz jsou vhodné pro dynamické programovani. Tou nejdulezitéjsi
pro nas je, ze kapsy stromového rozkladu jsou tzv. separdtory:

Definice 10. Separdtor (nebo téz vrcholovy rez) grafu G je takovd mnozina vr-
choli S C V, jejiz odebrani zvysi pocet komponent podgrafu GG indukovaného
mnozinou V' \ S.

Tvrzeni 11. KaZdd kapsa A; stromového rozkladu T je separdtorem piivodniho
grafu.

Diikaz. Podivejme se v T na dva uzly 7 a j takové, Ze t je na cesté mezi nimi.
Z podminek 3’) a 2) uz lze vidét, ze zadné dva u € A; \ A, a v € A; \ Ay mezi
sebou nemaji hranu, a tedy A; je separator G. ]

Priklad 12. Stromova sitka stromu je 1. Mensi byt nemuze, protoze kazdé dva
vrcholy spojené hranou se museji nachazet spolecné v néjaké kapse. Vétsi také
neni, jak dokdzeme. Af je G strom. GG zakorenime a hrany zorientujeme smérem od
koTfene, a postupnym priichodem od kotene k listim vytvorime stromovy rozklad.
Kazda hrana G predstavuje kapsu v 7 a hranou spojime uzly t; a t;, jsou-li
odpovidajici orientované hrany tvaru (u,v), (v, w).
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Duvodem piitomnosti ,—1¢ v definici stromové sitky tw(A) je pravé snaha,
aby stromy mély sitku 1. Stromy (a lesy) jsou navic pravé grafy sirky 1, coz plyne
napriklad z pozorovani, ze topologické kontrakce hran stromovou sitku nezvetsi
a ze $itka uplného grafu K, je n — 1. Presny dikaz téchto tvrzeni je snadny, ale
mimo rozsah této prace. Vice je mozné najit napt. v knize od Klokse [Klo94].

Ziskat intuici pro to, co vlastné stromova sitka znamena, nemusi byt tplné
snadné. Existuje hezkd charakterizace pomoci jednoduché hry na ,lupice a po-
licisty“ [LaP93, ST93], ktera piithodné zapadd mezi dalsi charakterizace hrami,
s nimiz se setkdme pozdéji.

Predstavujme si, ze graf znazornuje mésto, vrcholy jsou kfizovatky a hrany
ulice mezi nimi. Ve mésté honi policisté ve vrtulnicich lupi¢e na motorce. V kaz-
dém tahu se policisté premisti nad libovolné ktizovatky, nacez se lupic¢ snazi za-
brénit obkliceni a presunout se (néjakou nestiezenou cestou) na jinou kiizovatku,
z niz bude mit lepsi moznosti ttéku. Formalné definujeme hru nasledovneé:

Definice 13. Hru lupi¢ a k policisti na grafu G = (V, E) hraji dva hraci, L a P,
predstavujici lupice a policisty. Pozice v této hie je dvojice (C,r), kde C' € (Z) je
k vrcholii G obsazenych P a r € V je vrchol, na kterém se nachazi L. V tahu 0 si

nejprve P libovolné zvoli Cy € (Z) a nasledné si L zvoli rg € (V'\ Cp). V tahu ¢

pro ¢ > 0 si nejprve P vybere C; € (Z) a pak si L zvoli r; takovy, zZe mezi r;_ a
r; existuje v G\ (C; N C;_1) cesta.

P wvyhraje, pokud se v konecném poctu tahi dostane hra do pozice, ze které
L nema tah. V opa¢ném pripadé vyhraje L.

Stromova sitka je pak hrou charakterizovana takto [LaP93, ST93]:

Tvrzeni 14. P umi vZdy vyhrdt s k+ 1 policisty prave tehdy, kdyz je G stromové
sirky nejvyse k.

Nalezeni stromového rozkladu minimélni sitky je sice v obecném piipadé NP-
Uplné tloha, pro pevné k ale lze v linedrnim case rozhodnout, zda tw(G) = k,
a v pripadé kladné odpovédi algoritmus vrati prislusny stromovy rozklad [Bod96].
Navic se ukazuje, ze na vétsiné grafii urci i heuristické algoritmy stromovou sitku
skoro presné a predevsim podstatné rychleji nez vyse zminény linearni algoritmus
[BK10].

Courcellovu vétu dokazeme nejen pro grafy, ale pro obecné relac¢ni struktury.
K nalezeni stromového rozkladu struktury budeme pouzivat Gaiffmaniv graf:

Definice 15. Pro strukturu A ziskame jeji Gaiffmaniv graf nasledovné. Vrcholy
jsou prvky z dom(A) a dva prvky a;, a; jsou incidentni, nachazeji-li se spole¢né
v néjaké relaci (nebo-li pokud existuje k tz. a;,a; € a € R{Y).

Vétsina algoritmit konstruujicich stromové rozklady se zamétuje pouze na
grafy. Je ale snadné si uvédomit, zZe pro nalezeni rozkladu struktury A staci
zkonstruovat jeji Gaiffmantiv graf a najit jeho rozklad. Ten bude presné spliiovat
podminky pro rozklad ptvodni struktury .4 a bude mit i stejnou sitku [GPW10].

Pohledem na Gaiffmaniv graf mtizeme také zobecnit definici separatoru.
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Definice 16. Bud A struktura a S C dom(A) mnozina jejich prvki. Necht
je A = (A", R{",... RY) struktura ziskané odstranénim prvki S z dom(A) a
odstranénim relaci obsahujicich prvky z S.

Pak je S separdtor struktury A, pokud lze dom(A’) rozdélit na k disjunkt-
nich A; W--- W A, = dom(A’) tak, Ze pro vsechny relace R; plati ekvivalence
(a1,...,a0,) € RY < 35 : {ag,...,a0,} C Aj a navic je maximélni takové k
striktné vétsi, nez u A.

Z pohledu na Gaiffmaniv graf struktury lze také nahlédnout, ze diive vyslo-
vené tvrzeni pro grafy ("vrcholy kapsy jsou separator”) plati i pro struktury.

2.2.2 Hezky rozklad a normalizovany rozklad

Pro snazsi konstrukci algoritmt pro struktury omezené stromové sirky se casto
zavadi riizné specidlni stromové rozklady. Uvedeme dva z nich. Znaméjsi hezky
rozklad [Klo94| a pak také normalizovany [GPW10] rozklad, ktery budeme pou-
zivat v hlavnim dukazu.

Definice 17. Stromovy rozklad T = (T, (At)ier) nazveme hezkym, pokud je
T zakofenény binarni strom s hranami zorientovanymi smérem od kofene a pro
kazdy vnitini uzel ¢ plati, ze:

« bud mé dva syny j, j’ s kapsami A;, A; a plati A; = A, = A,,

« nebo ma pravé jednoho syna j s kapsou A;, pak bud A; obsahuje vSechny
prvky z A; a jeden navic, nebo v ni naopak jeden prvek chybi.

Prvni piipad (uzel se dvéma syny) nazyvame spojovaci uzel. V druhém piipadé
jde o zavddéci (resp. zapominacti) uzel, pokud kapsa uzlu i obsahuje jeden vrchol
navic (resp. o jeden vrchol méné).

Definice 18. Stromovy rozklad T = (T, (a:)ter) S$ifky w nazveme normalizova-
nym, pokud je T zakorenény binarni strom s hranami zorientovanymi smérem od
kotene a plati nasledujici podminky:

« vsSechny kapsy jsou (w + 1)-tice (ag, ..., a,) raznych prvka z dom(A). Ob-
vykle tedy piseme a, presto nevede-li to ke zmateni, povolujeme i zapis A;
a s kapsou pracujeme jako s mnozinou.

o vnitini uzly jsou jednoho ze tii druhii:

1) permutacni uzel t s kapsou (aq, . . ., a,) ma jediného syna s kapsou
(@x(0), - - - » Gr(w)) Pro m néjakou permutaci na w+1 prvcich (kapsy
se lisi jen poradim prvkiu),

2) nahrazovaci uzel t s kapsou (ag,ai,...,a,) mé jediného syna
s kapsou (a(, ai, ..., a,) (kapsy se lisi jen na prvnim prvku, zby-
tek je stejny),

3) wétvici uzel mé dva syny a vSechny tii uzly maji identické kapsy.

Pro takové specialni rozklady se jiz algoritmy sestrojuji podstatné lépe — ty-
picky pro jednotlivé druhy uzli zavedeme pravidla, podle nichz vypocet postupuje
a pruchodem od list ke kofeni se tloha vytesi. Abychom ale méli jistotu, ze si
muzeme vzdy dovolit normalizovany rozklad predpokladat, budeme potiebovat
nasledujici tvrzeni. Obdobné tvrzeni plati i pro hezky rozklad.

11



Tvrzeni 19. KaZdy stromovy rozklad T struktury A lze v linedrnim case prevést
na normalizovany stromovy rozklad T stejné sirky w a velikosti linedrni vzhledem
k velikosti pivodniho rozkladu [GPW1()].

Diikaz. Bez ijmy na obecnosti predpoklddame, Ze doména dom(A) mé alesporn
w + 1 prvka. Nésledujicich pét kroku prevede T na T'; kazdy krok zachovava
vSechny pozadavky na stromovy rozklad a provede se v linedrnim case:

1) VsSechny kapsy doplnime na plnou velikost w+1 zkopirovanim prvku
ze sousednich uzli. Necht je s uzel a jemu prislusnéd kapsa A, obsahuje
w + 1 prvka — alespon jeden takovy uzel musi v rozkladu existovat.
Necht je s’ soused s, jehoz kapsa obsahuje w’ + 1 prvka pro w’ < w.
Pak |A;\ Ay| > (w—w') a pfidame (w —w') prvkia z A\ Ay do Ay .

2) Chceme, aby mél kazdy uzel nejvyse dva syny. Necht je s néjaky
vnitini uzel s k + 2 syny t1,...,tx12 pro k > 0. Standardni postup
v takovém ptipadeé je doplnit tuto ¢ast stromu £ kopiemi s, ke kterym
pripojime jednotlivé ¢y,...,t;. Pfesnéji: postupné vytvarime kopie s,
uzly si,...,sp s As, = As tak, zZe druhy syn s je s, druhy syn s; je
so atd. Déle t; zlstava prvnim synem s, zatimco t, uc¢inime prvnim
synem si, t3 prvnim synem s, a tak dale, az t;,; prvnim synem s.
Nakonec pripojime tx, o jako druhého syna s.

3) Nyni je jiz rozklad bindrni, vétveni ale nemusi nutné spliovat pod-
minku, aby byly kapsy otce s a synu tq, to identické. V takovém pri-
padé pro syna t; nesplnujiciho tuto podminku vlozime mezi néj a s
uzel s;, ktery je kopii s.

4) Dale bychom chtéli, aby rozklad splnoval podminku na nahrazo-
vaci uzly. Necht je s otec s’ a jejich kapsy se lisi o k& > 0 prvku
(|1As \ Asg| = k). Pak ,prolozime“ s a s’ novymi uzly si,..., 551
tak, Ze s,_1 je novym otcem s', sp_o je otcem s,_1 a tak dale, az s je
otcem s;. Kapsy A;, definujeme tak, ze pro dva sousedni uzly se lisi
pravé v jednom prvku, napt. |A, \ Ay, | = |4, \ As| = 1.

5) Sousedni uzly se ted 1isi vzdy nejvyse v jednom prvku, je ale po-
tfeba zajistit, aby to byl prvni prvek kapsy (pfipomenme, ze kapsy
jsou usporadané). Méjme dva uzly s a s, jejichz kapsy se lisi prave
v jednom prvku, tedy dla € Ay sa & Ay adld' € Ay s d' € A,. Pak
mezi s a s vlozime dva uzly t a t’' tak, ze A; obsahuje stejné prvky,
jako As, ale a je na pozici 0 a obdobné Ay ma stejné prvky, jako Ay,
ale @’ je na pozici 0.

2.2.3 Indukované podstruktury

Pro hlavni dikaz budeme potfebovat jesté jeden pojem tykajici se stromovych
rozkladi. Divame-li se na zakorenény rozklad a néjaky vnitini uzel ¢ s prislusnou
kapsou Ay, prvky struktury obsazené v podstromu tohoto uzlu prirozené odpo-
vidaji jedné z komponent, na které se A rozpadne po odebrani A, (pfipomenme,
ze A; je separator).
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Definice 20. Pro zakofenény strom 7' s hranami zorientovanymi smérem od
kofene a vnitini vrchol ¢ € T znac¢ime T; podstrom T zakofenény v ¢ s hra-
nami orientovanymi od korfene. Obdobné pro 7 normalizovany stromovy rozklad
struktury A a vnitini uzel ¢t € T znacime T; = (T, (As)ser,)- Kapsa u uzlu t je
Ay =a=(ag,...,ay).

Potom strukturu (A[7¢], a) nazyvame indukovand podstruktura uzlu t, jeji do-
ménou dom(A[T;]) je sjednoceni prvku kapes Ty, jejimi relacemi restrikce puvod-
nich R na prvky domény a @ oznacuje prvky kapsy A; (neboli prvky ao, . . ., a,
jsme pridali do struktury jako konstanty). Pro znaceni domény dom(A[T;]) pou-
zivame pro zkraceni zapis A[T;].

2.3 Logické formule

Nyni bychom chtéli formélné definovat jazyk, kterym budeme popisovat grafové
vlastnosti — monadickou logiku druhého radu, MSO — a povsimnout si nékolika
jeho vlastnosti, které budou dilezité v néasledujici podkapitole o logickych hréach.
Zacneme lépe znamou (predikdtovou) logikou prvniho fadu a posléze ji rozsi-
fime na MSO. Nasledujici definice a pozorovani vychazeji predevsim z Libkinovy
vyborné knihy [Lib04].

Definice 21. Formule logiky pruniho radu nad abecedou 7. Predpokladame spo-
¢etné nekoneénou mnozinu promeénngjch, které zna¢ime malymi pismeny x,y, 2, . . ..
Pracujeme nad kone¢nou abecedou symboli 7 pro relace a konstanty (viz Kapi-
tolu @) Formule tedy zavedeme induktivné nasledovné:

e jsou-li z a y proménné nebo konstanty, pak z = y je (atomickd) formule
(zkracujeme atom)

e jsou-li z1,...,z; proménné nebo konstanty a R je k-arni rela¢ni symbol, je
R(xy,...,x;) (atomickd) formule

o jsou-li v1 a g formule, jsou i 1 A o, 1 V g a —p; formule

e je-li ¢ formule, jsou i Jzp(z) a Vap(x) formule.

Zkratkou FO znac¢ime mnozinu formuli logiky prvniho fadu, spojenim FO
formule formuli z této mnoziny.

Poznamenejme, Ze jsme se omezili pouze na abecedy s relacemi a konstan-
tami, tedy takové, které neobsahuji funkce. FO se obvykle zavadi s nimi, ale my
pracujeme s kone¢nymi strukturami, kde se i funkce daji reprezentovat relacemi;
zavedeni definic by pak pritomnost funkci jen zbytecné komplikovala.

Definice 22. Voiné proménné formule definujeme induktivné takto:
« Volné proménné formule = = y jsou proménné z {z,y},
e Volné proménné formule R(x1,...,x;) jsou proménné z {xq,..., 2%},

« Negace (=) neméni mnozinu volnych proménnych formule, volné proménné
©1 A a2, 1 V g jsou volné proménné ¢ a g,
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« Volné proménné Jzrp(x) a Vrp(zr) jsou volné proménné ¢ bez .

Sentence je formule bez volnych proménnych.
Chceme-li zduraznit, ze = = (z1,...,%,) jsou volné proménné (ne nutné
vSechny) formule ¢, piseme (7).

Definice 23. Pro danou 7-strukturu A, FO formuli ¢(z) a n-tici prvka domény
a = (ay,...,a,) € A", urcujici ohodnoceni volnych proménnych formule (z),
definujeme platnost formule pri ohodnoceni a ve strukture A (znacime A = ¢(a))
opét induktivné. Mluvime-li o platnostech atomickych formuli, myslime u kon-
stant ohodnocenim jejich realizace ve strukture.

e« Pron=2a¢(Z) =x =y plati A = ¢(a) pravé tehdy, kdyz ohodnoceni
prirazuje x1 a xo tentyz prvek z A.

o Pokud ¢(Z) = R(zy,...,2,), pak A = ¢(a) pravé tehdy, kdyz a € RA.

« A= —p(a), prave kdyz A [~ ¢(a). A = ¢i(a) V pa(a), pravé kdyz A |=
¢1(a) nebo A = po(a). A = ¢1(a) Apa(a), prave kdyz A = ¢1(a) a zaroven
A= ¢2(a).

o Pokud ¢(z) = Jyp(y, ), pak A | ¢(a), pravé kdyz pro néjaké o’ € A
plati A = p(d’,a). Pokud ¥(z) = Vyp(y, ), pak A = ¢(a), pravé kdyz pro
vSechna a' € A plati A = ¢(d',a).

Hezky algoritmicky popis této definice pomoci tzv. Hintikka her uvedeme
v nasledujicim Oddile o logickych hrach.

V mnoha pripadech nemusime rozliSovat mezi formulemi s volnymi promeén-
nymi a sentencemi, zname-li ohodnoceni formule. O tom mluvi nasledujici tvrzeni

[Lib04].

Tvrzeni 24. Bud ¢(z) formule nad abecedou T = 1.UTr $ n volngmi proménniymi
{z1,...,2,}. Necht je ® sentence nad abecedou T = 7. U 75 vzniklou z ()
nahrazenim vsech vijskyti proménnych x; novymi konstantnimi symboly ¢; (1. =
T.U{c1,...,cn}).

Pak pro ohodnoceni formule o(Z) prvky a = {ay,...,a,} plati A = p(a) <
(A, ay,...,a,) = .

Definice 25. O dvou formulich ¢(Z) a 1(y) fekneme, Ze jsou ekvivalentni, maji-
li na vSech strukturach pri vSech ohodnocenich stejnou platnost. Neekvivalentni
jsou praveé ty formule, pro néz existuje struktura a ohodnoceni takové, Ze jedna
plati a druhé ne.

Definice 26. Formule ¢(Z) je v prenexni normdlni formé, sklada-li se nejprve
z pocatecniho tseku kvantifikatord, nasledovaného bezkvantifikdtorovou formuli

(7, 7).

Definice 27. Formule () je v negacni normdlni formé, nachazeji-li se v ni ne-
gace jen na atomickych podformulich, tedy bud jako =(x = y), nebo = R(x1, . .., zx),
a nikde jinde.
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Je zndmym faktem [Har(09], ze pro kazdou FO formuli existuje ekvivalentni
formule, kterd vyhovuje jak definici prenexni, tak i normalni formy. Lze ji ziskat
pomoci rekurzivni aplikace nékolika prepisovacich pravidel, které vychézeji ze
syntaktickych ekvivalenci formuli.

Definice 28. Kvantifikdtora hloubka formule o je pocet kvantifikadtori na zacatku
formule, prevedeme-li ji do prenexniho tvaru. Znacime ji gr(yp).

Neekvivalentnich formuli FO je zjevné nekoneéné mnoho. Situace zacina byt
zajimavéjsi, omezime-li sviij pohled na formule s m volnymi proménnymi a kvan-
tifikatorové hloubky nejvyse k. Pro né dovedeme vyslovit jedno dilezité tvrzeni.

Definice 29. FO[k] je mnozina vsech FO formuli nad kone¢nou abecedou 7 kvan-
tifikatorové hloubky nejvyse k.

Tvrzeni 30. FO[k| obsahuje jen konecné mnoho neekvivalentnich formuli s m
volnymi promenngyms.

Diikaz. Tvrzeni dokdzeme indukei pres k. Zakladni krok indukce je FO[0]. Ta
obsahuje pravé atomické formule v m volnych proménnych a jejich booleovské
kombinace. Atomické formule jsou syntaktické kombinace proménnych x4, ..., x,,
a relac¢nich symboli z 7. Tyto pak mizeme spojovat logickymi spojkami =, A a V
a takovych kombinaci je az na logickou ekvivalenci koneéné mnoho.

Indukeni krok od i k i + 1 vyuziva faktu, ze kazda o(z1,...,x,) € FOIK] je
booleovskou kombinaci formuli 3,119 (21, . .., Ty, Tmy1) kde 0 € FO[i]. Protoze
je z indukéniho predpokladu neekvivalentnich formuli FO[i] s m + 1 volnymi
proménnymi (az na ekvivalenci) jen kone¢né mnoho, je jen kone¢né mnoho i jejich
booleovskych kombinaci, tedy formuli z FO[i + 1] s m volnymi proménnymi. [

Nyni jsme jiz pripraveni formalné zavést monadickou logiku druhého radu a
povsimnout si, ze pro ni plati analogicka tvrzeni.

Definice 31. Formule monadické logiky druhého rdadu definujeme nasledovné.
Kazda FO formule je i MSO formuli. Zavadime novy typ proménnych, predstavu-
jici mnoziny prvkt domény struktury, a znacime je velkymi pismeny X, Y, 7, . ...
Abychom mohli tyto proménné rozumné pouzivat, zavadime téz nové atomické
formule tvaru x € X pro x proménnou prvniho fadu a X proménnou druhého
radu. Induktivni aplikaci logickych spojek (=, A a V) a mnozinovych kvantifika-
tortt (Y p(2,Y, X) a VY p(z,Y, X)) ziskdme viechny MSO formule.

MSO formule s volngmi proménnymi prvniho ¥adu Z a druhého fadu X se
oznacuje ©(Z, X). Volné proménné prvniho fadu budeme té7 nazyvat jako prukové
a proménné druhého radu jako mnozinové. Obdobné 3x je prvkovy kvantifikator
a 34X mnoZinovy.

Definice platnost: MSO formule je téz analogicka — atomické formule x € X i
mnozinové kvantifikace interpretujeme zjevnym zptisobem.

Priklad 32. Za priklad MSO formule, se kterou budeme pracovat, uvedme formuli
popisujici, ze graf je obarvitelny tfemi barvami. Je to tedy MSO formule nad
abecedou 7 = { £} pro E binarni rela¢ni symbol incidence dvou vrcholi.

©3cot =3RIGAB|Partition(R, G, B) N\ Yu1Yus[E (v, v2) —
_\(Ul ER/\UQ € R)/\“(Ul S G/\UQ S G)/\_\('Ul EB/\’UQ EB)]
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kde

Partition(R,G,B) =Vv [[(v € R)V (v € G)V (v € B)]A
~(veERANv €G)AN=(vERANV € B)A=(v € GAv € B)]].
Je snadné si uvédomit, ze vSechna tvrzeni a definice vyse uvedena pro FO se
prenaseji i na MSO, predevsim pak nasledujici tti:
Definice 33. MSO[k] je mnozina vSech MSO formuli nad konecnou abecedou 7

kvantifikatorové hloubky nejvyse k.

Tvrzeni 34. Pro formuli p(z, X) s n volngmi prokovymi proménngmi a m vol-
ngmi mnozinovymi proménnymi méjme sentenci ® nad abecednou ' vzniklou
nahrazenim vyskyti x; novymi konstantami c; a nahrazenim vyskyti X; no-

vymi undrnimi relacemi R; (tedy 7 = 1.U TR pro 7. = 1. U{c1,...,cn} a
7 =TRU{R1,...,Rn}). )
Pak pro ohodnoceni formule o(z,X) prvky a = {ai,...,a,} a mnoZinami

A= (A, ..., Ap) plati A= ¢(a) < (A ay, ..., an, Ay, ..., Ap) E @.
Tvrzeni 35. MSO[k] obsahuje jen konecné mnoho neekvivalentnich formuli s m
volnymi promenngyms.

Na misté je jisté otazka, jak se lisi monadickd logika druhého radu od plné
logiky druhého fadu (SO). MSO je restrikce SO v tom smyslu, ze MSO umoznuje
kvantifikovat pouze pres podmnoziny domény, zatimco SO obsahuje kvantifika-
tory pres podmnoziny relaci libovolnych arit.

V literature se obcas vyskytuje znaceni MSO; a MSOs, kde prvni zminénd
zkratka je MSO, jak jsme ji definovali, zatimco druha je MSO doplnéna kvan-
tifikacemi ptes relace arity 2 (coz jsou naptiklad hrany). Jak ukdzeme pozdéji,
Courcellovu vétu lze rozsitit na libovolné MSOy, pro pevné k.

Priklad 36. Prikladem formule z MSO, je napriklad formule popisujici hamil-
tonicitu grafu. Protoze se nyni miize ve formuli objevovat kvantifikace nékolika
druht, explicitné je vyznac¢ime — € V¢ (a ,,C V*) znaci kvantifikace pfes vrcholy
(a jejich mnoZiny), ,€ E9 (a ,,C E9%) zna¢{ kvantifikaci pfes hrany. Definice by
to samoziejmeé prislusnym zpiisobem odrazela. Déle se ve formuli objevuji nékteré
spojky a relace (—, C), které jsme nedefinovali, ale lze na né pohlizet jako na
zkratky pro casto pouzivané vztahy, které jsou vyjadritelné i v ptivodnim jazyce.
Y Hamiltonian =dH g Eg
Vu €V Iv,weV (v #w)A((u,v) € H) A ((u,w) € H)A
ANV eV :(u,z) € H— (x=v)V(z=w))|]|A
H je 2-faktor. ..
ANYW TV (W#V)ANGBu €V :iu e W)) —
= (Fv,weV:(vyw)e HAN(v € W)A (w g W))]

... a je souvisld.

2.4 Logické hry

V predchozi podkapitole jsme se jiz setkali s charakterizaci stromové sitky po-
moci hry na ,lupice a policisty®. Prestoze se takovy pohled mize zdat zprvu jen
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k pousmani, kombinatorické hry se pouzivaji v mnoha dalsich oblastech a, jak
ukazeme v tomto oddile, jsou jadrem naseho ditkazu Courcellovy véty. Vétsina
nasledujicich vysledkti pochéazi z oboru zvaného teorie konecngch modelu. Pro
blizsi informace nebo dalsi kontext se lze obratit na knihy Libkina [Lib04], Gra-
dela et al. [GKLT07] nebo piimo Gradelovu kapitolu z predeslé knihy, kde se
zabyva vztahem teorie koneénych modelu a deskriptivni sloZitosti [Gr 07]. Zaji-
mavy je téz Gradeluv ¢lanek o vztahu ruznych logickych jazyka a her [Gr 11).

NiZe popisované dvé hry patii mezi pozicni hry, které dukladné (a¢ z jiného
thlu pohledu) zkoumal Beck v knize [Bec08]. Nase definice spis vychazi ze ¢lanku
[KLR11], ktery tyto hry radi blize mezi ,hry s oblazky*“ (pebble games), acko-
liv ani tento termin situaci prilis nevyjasnuje, nebof se v literature nepouziva
konzistentné.

Definice 37. Pozicni hra mezi dvéma hraci, hracem 0 a hracem 1, se sklada
z mnoziny pozic P, acyklické binarni relace tahiu M C P x P, dvou disjunktnich
mnozin Py a P, urcujicich, ze kterych pozic tahne ktery hrac¢, a poc¢atecni pozice
po- Tuto hru znacime (P, M, Py, P1, po). Pozadujeme, aby tahy vedly pouze z pozic,
které jsou prifazené jednomu z hraca (neboli aby M splnovala ¥(p,p') € M : p €
PyUPy). Naproti tomu povolujeme, aby tahy vedly do pozic, ze kterych zddny tah
nevede. TéZ povolujeme existenci pozic, které nejsou prirazené zadnému z hract
(nebolip € P\ (FyU Py)).
Na zacatku je na tahu hrac i, pro néjz plati pg € P;. Pro p. aktudlni pozici:

o Hréc¢ na tahu vybere néjaky tah vedouci z p. (néjaké p’ € P, pro které
(pe,p') € M). Potom:

o Pokud p’ € Py, tdhne hrac 0,
o Pokud p’ € Py, tdhne hrac 1.

Hra skon¢i v okamziku, kdy z aktudlni pozice py nevede zadny tah (pro py
neexistuje zadna dvojice (px, p;) € M). V takovém pripadé rozlisujeme tfi situace:

o Hréac¢ 0 wyhrdl, pokud py € Py,
o Hréac¢ 1 wyhrdl, pokud pi € Py,
o Nastala remiza, pokud p, & Py U P;.

Hrac méa vyhravajici strategii, pokud muze vyhrat pokazdé, bez ohledu na tahy
druhého hrace.

2.4.1 Hintikka hry

Zacneme definici Hintikka her. Jejich myslenka je velice jednoducha a hry lze
povazovat takika za folklér, protoze jsou ve vSeobecném povédomi, ackoliv ne
kazdy zné jejich puvod [Hin73]. Pro nas dukaz nejsou zcela nutné, ale daji se
pouzit jako jeden ze zpusobu ovéreni platnosti formule (neboli relace A = ¢(a)).
Je jesté jeden divod, pro¢ témto hram vénovat pozornost. Jista jejich modifikace,
o které se zminime v Kapitole i, je zakladem jiného pristupu ke Courcellove véte,

vvvvvv

praktického algoritmu ze vstupni formule [KLR11].
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Definice 38. Hintikka hra pro strukturu A a formuli ®(Z) v negac¢ni normalni
formeé a dosazeni a do volnych proménnych ® je pozi¢ni hra pro dva hrace, kterym
muzeme Tikat tfeba v duchu kombinatorické teorie her stavitel a nicitel. Stavi-
tel se snazi dokazat, ze A |= ®(a), nicitel opak. Pozice hry jsou dvojice (¢, b),
kde ¢ je podformule ® a b je dosazeni do volnych proménnych ¢. Hru znacime
MCG(A, ®(a)) a (P,a) je jeji pocatecni pozice.

Kazda pozice urcuje, kdo je na tahu a jaké jsou jeho moznosti:

e 7 pozice (Jup,b) (resp. (3U¢p, b)) tahne stavitel vybérem néjakého u € A
(resp. U C A) do pozice (¢, V'), kde b’ se ziské z b doplnénim podle volby u
(resp. U)

o 7 pozice (11 A 1o, b) tdhne stavitel vybérem ¢ € {11, 5} do pozice (1, b).

Nicitel tahne obdobnym zptisobem z pozic s formulemi Yup, VU@ a 11 V 1)s.

Hra se zastavi v pozici (p,b), kdyZz je ¢ atom nebo negovany atom. Stavitel
vyhrdl, pokud A |= ¢(b).

Jak lze vidét, formule v aktudlni pozici urcuje, kdo tdhne v dalsim kole hry.
Hraci se tedy nemuseji stiidat. Napriklad obsahuje-li formule posloupnost exis-
tenc¢nich kvantifikdtorti nasledovanou vseobecnym kvantifikdtorem, nejprve vy-
bere stavitel ohodnoceni vsech volnych proménnych formule, ktera néasleduje za
existenénimi kvantifikatory, a pak je teprve na tahu nicitel.

Plati, ze A = ®(a) pravé tehdy, kdyz ma stavitel vyhravajici strategii ve hre
MCG(A, ®(a)). Pro koneéné A je pak také ziejmé, ze A = ®(a) 1ze rozhodnout
vyCerpavajici rekurzivni simulaci MCG(A, ®(a)).

2.4.2 k-typy a elementarni ekvivalence

Nez pristoupime k dalsimu typu her, vratime se na chvili k FO a FO[] (a potom
analogicky MSO a MSO[#]). Pripomenme, ze dle Tvrzeni @ a @ obsahuje FO[/] a
MSOI£] jen konecné mnoho neekvivalentnich sentenci. Oznacme si je @1, ..., .
Pro kazdou strukturu A se mizeme podivat postupné na platnost vsech téchto
sentenci na A a sestrojit M-tici nul a jednicek, ktera tuto informaci vyjadruje.
Takovych M-tic muze byt také jen koneéné mnoho. Kazdé struktura A je tedy
néjakého typu, podle toho, jakd M-tice ji prislusi, a vSechny sentence z FO[k] maji
na strukturach stejného typu stejnou platnost. Formalné feceno:

Definice 39. Dvé struktury A, B nazveme FO[k-ekvivalentnimi (a piseme A =£©

pokud na nich plati pravé stejné sentence z FO[k], neboli pro kazdou ¢ € FO[k]
plati A = ¢ pravé tehdy, kdyz B | ¢.

Zapis (A,a) =L° (B,b) znadi ekvivalenci struktur s konstantami, kterou za-
vedeme obdobné jako vyse, ovsem jako sentence pouzijeme ® a ¥ vzniklé nahra-
zenim volnych proménnych formuli ¢(Z) a 1 (y) dle Tvrzeni P4.

Tato relace je zjevné ekvivalenci a jeji rozkladové t¥idy nazyvame FO[]-typy.

Tvrzeni 40. Relace =£© je konecného indexu, neboli FO[K]-typi je konecné
mnoho.

Diikaz. Viz tivahu vyse. O

18

),



Definice 41. Pro ¢4, ..., oy neekvivalentni sentence FO[A], strukturu A a pro
k-typ t nechf je oy sentence nasledujiciho tvaru: ay = (Ajer 0i) A (Ajer ~¢;), kde
T je mnozina indexu formuli ¢;, pro které plati A |= ;. Tuto formuli nazyvime
charakteristickd formule typu t a struktury A.

Pozndmka. V tvaze, kterd je i dikkazem Tvrzeni @, si jesté muzeme povsSimnout
jednoho detailu. Mohlo by se zdat, ze k-typi mtze byt az 2™ pro M rovné poctu
neckvivalentnich FO[£] sentenci. Ve skutecnosti tomu tak neni — dokonce k-typt
nemuze byt vice nez M.

Povsimnéme si, ze pro kazdé dva k-typy t; a t a strukturu A se charakteris-
tické formule k-typi oy, a ay, vzajemné vylucuji — kdyz A = «y,, pak A £ ay,.
Proto lze kazdy k-typ uplné charakterizovat jeho charakteristickou formuli ay.

Samotna formule oy ale také pochazi z FO[k] (je jen booleovskou kombinaci
FO[k] formuli a neobsahuje nové kvantifikdtory) a jak vime, takovych neekviva-
lentnich je M. Proto je i k-typi nejvyse M a tedy ne kazda M-tice nul a jednicek
odpovida néjakému k-typu, jak by se mohlo zdat.

Pro poiddek jesté explicitné uvedme rozsfieni definice =F'© na MSO:

Definice 42. Dvé struktury A a B nazveme MSOIk|-ekvivalentnimi (a piseme
A =M59 B), pokud na nich plati pravé ty stejné sentence MSOI[A], neboli pro
kazdou ¢ € MSO[4] plati ekvivalence A = ¢ < B | ¢.

Rozkladové t¥idy =M°C nazyvame MSO[K]-typy. Protoze se uz dale nikde neza-
byvame ve vztahu ke strukturdm jinymi typy, nez MSO[]-typy, budeme zkracené
pouzivat vyraz k-typ.

2.4.3 Ehrenfeucht-Fraissé hry

Definice 43. Necht jsou (A, ¢, C), (B,d, D) dvé r-struktury s k konstantami a
K undrnimi relacemi, ddle @ = (ay,...,a,), resp. b = (b1,...,b,) jsou n-tice
prvkl z dom(A), resp. dom(B). Budte = (a,¢) a § = (b,d) pomocné I-tice
pro [ = k + n. Necht je navic A = (Ay,..., Ay), resp. B = (By,..., By) N-tice
podmnozin A, resp. B a X = (A,C) aY = (B, D) jsou pomocné L-tice pro
L =K+ N. Pak (a, A, b, B) je ddstecnyj isomorfismus mezi A a B, pokud:

1) pro vsechny 4, j <[ plati, ze x; = x; pravé tehdy, kdyz y; = y;,

2) pro kazdy k-arni relaéni symbol R, € 71 a kazdou k-tici
(i1, ..., ix) € {1,..., [}* plati, Ze (zy,,..., 75, ) € R pravé tehdy,

3) pro vSechna i < n a j < N plati, ze x; € X; pravé tehdy, kdyz
yi €Y.

Pocet mnozin m je libovolny nezaporny a pro pripad m = 0 zkracujeme zapis
¢astecného isomorfismu na (a, b).

Priklad 44. Pro dva grafy G a H a n-tice vrchola (vi,...,v,) z Vg a (wy, ..., wy,)
z Vi je (0,w) ¢éstecny isomorfismus mezi G a H, pokud je zobrazeni h(v;) = w;
isomorfismem podgrafti indukovanych vrcholy v, resp. w.

Necht jsou dale Vi,...,V,, podmnoziny Vi a Wy, ..., W,, podmnoziny V.
Indexovou mnozinu I, prislusnosti vrcholu v; do mnozin Vi, ..., V,, si mizeme
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predstavit jako barvu vrcholu (obdobné pro w;, mnoziny Wi, ..., W,, a indexovou
mnozinu I,,). Pak je (v, V,w, W) ¢isteénym isomorfismem mezi G a H, pokud
zobrazeni h navic zachovava barvy.

Nyni mtzeme konecné zavést druhy typ logickych her, ktery alternativné po-
pisuje relaci =159, Touto relaci se zabyval Fraissé [Fra54] a popis hrami podal
Ehrenfeucht [Ehr61] (ptivodné pro FO a relaci =9, rozsifen{ na =M59 piislo az
pozdéji). Tento popis nese mnoho vyhod. Nékteré prinosy pro teorii koneénych
modelil zminime v néasledujicim oddile. Dale nam tento alternativni popis umoz-
nuje dokdzat kompozi¢ni lemma (Lemma @), které je zdkladem naseho dikazu
Courcellovy véty.

Definice 45. FEhrenfeucht-Fraissé hra o k tazich je hra pro dva hrace, které
budeme opét nazyvat nicitel a stavitel. Hraje se na dvou strukturach A a B a
znac¢ime ji EFG(A, B, k). Stavitel se snazi dokazat A =M5© B a ni¢itel opak.
V tahu ¢ si nejprve nicitel vybere jednu ze struktur (A4 nebo B) a v ni pak:

« bud vybere prvek (a; € A nebo b; € B), tah nazyvame prokovy,
 nebo vybere podmnozinu (A4; C A nebo B; C B), tah nazyvame mnozinovy.

Pro prvkovy tah odpovi stavitel vybérem prvku ve druhé strukture, pro mno-
zinovy tah vybérem podmnoziny ve druhé strukture. Po ¢ tazich tedy hraci vybrali
néjakou posloupnost i prvki a mnozin, pro strukturu A prvky @ a mnoziny A a
pro strukturu B prvky b a mnoziny B.

Pokud se v kterémkoliv tahu stane, Ze (@, A, b, B) neni ¢asteény isomorfismus
mezi A a B, fekneme, 7e stavitel prohrdl. Naopak, pokud je (@, A, b, B) po k tazich
castecny isomorfismus, stavitel vyhrdl.

Staviteli se v literatute obvykle fika duplikator, protoze se snazi na druhé
strukture co nejlépe ,,duplikovat® tahy nicitele. Mtuzeme ale také rict, ze se snazi
uspésné postavit casteény isomorfismus.

Ehrenfeucht-Fraissé hry jsou klicovym néastrojem teorie konecénych modeli
diky vété, kterou brzy vyslovime a dokazeme. Slouzi k dokazovani vysledkti o po-
pisovaci schopnosti riznych jazykt, napt. pomoci nich lze snadno dokazat, ze
nelze sestrojit FO formuli, kterd by rozhodovala souvislost grafu. Podstatou di-
kazu téchto vysledkii je obvykle hledani vyhravajici strategie stavitele a vyzkum
se snazi najit postacujici podminky pro existenci takové strategie. I nam se bude
jedno tvrzeni hodit.

Tvrzeni 46. Necht ma stavitel vyhrdvajici strategii pro hru EFG(A, B, k). Ddle
necht je ¢ prvek dom(A) (resp. C podmnozina dom(A)) a d prvek z dom(B) (resp.
D podmnozina dom(B)). Pak pokud byl ¢ (resp. C) niciteliv proni tah a d (resp.
D) odpovéd na néj, stavitel ma vyhrdvajici strategii i pro EFG((A,¢), (B,d),k—1)
(resp. EFG((A,C), (B,D),k—1)).

Diikaz. Protoze je d (resp. D) vybrano podle stavitelovy vyhravajici strategie,
dokaze stavitel zachovat ¢astecny isomorfismus i ve zbyvajicich k—1 tazich. Proto
je jedno, zda byl tento tah vybran v pribéhu té samé hry, nebo jej pridame
dodatecné jako konstantu (resp. relaci) struktury. 0
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2.4.4 Ehrenfeuchtova-Fraissého véta

Pro potreby ditkazu jesté rozsifime definici charakteristické formule typu pro
formule s jednou volnou proménnou.

Definice 47. Necht jsou ¢q(z),. .., pn(z) vSechny neekvivalentni formule s jed-
nou volnou proménnou z MSOI£], A struktura k-typu ¢ a a prvek dom(A). Pak
o () definujeme jako au(x) = (Ajer 0i(x)) A (Ajgr ~¢;(2)), kde T' je mnozina
indext formuli ¢;(x), pro které plati A = ¢;(a). Analogicky definujeme ay(X)
pro podmnozinu A.

Véta 48. Struktury A a B jsou stejného k-typu (tj. A =M5C B) prdve tehdy,
kdyz ma stavitel vyhrdvajici strategii v EFG(A, B, k).

Diikaz. (<) Predpokladame, zZe stavitel mé vyhravajici strategii v EFG(A, B, k)
a chceme ukazat, ze A =M59 B, tedy Ze pro kazdou sentenci ¢ € MSO[A plati
A | ¢ pravé tehdy, kdyz B | ¢.

Postupujeme indukei podle k. Zakladni pripad, tedy vitézstvi stavitele ve hie
o 0 tazich, vlastné tika, ze podstruktury indukované konstantami jsou isomorfni.
Jsou-li struktury isomorfni, jisté na nich plati pravé ty stejné atomické sentence
(booleovské kombinace atomi).

Predpokladejme, ze implikace plati pro + = k. Méjme libovolnou sentenci ¢ €
MSO[i + 1]. Jak vime, ta je ekvivalentni néjaké booleovské kombinaci sentenci
tvaru Jzep(x) pro ¢ € MSO[1]; ¢ muze byt i tvaru 3X¢(X), ale cely postup
je analogicky a tak jej provedeme jen pro kvantifikaci prvniho radu. Pak staci
implikaci dokazat pro kazdou takovou sentenci. Bude-li totiz jejich platnost stejna
na obou strukturach, bude jisté stejna i platnost jejich booleovské kombinace.

Podle Definice @ (o platnosti formule) pokud A | Fzy(x), pak pro né-
jaké a € dom(A) plati A | ¢(a). Bud b stavitelova odpovéd v B na nicite-
lovu volbu a v prvnim kole EFG(A, B,i + 1). Dle pfedpokladu, ze v této hre
ma stavitel vyhravajici strategii, a Tvrzeni {, ma stavitel vyhravajici strategii i
v EFG((A, a), (B,b),1). Proto z indukéniho predpokladu plati (A, a) =M59 (B, b),
a tedy i (B,b) E ¥, z ¢ehoz plyne diky Tvrzeni @, ze B = 1(b). To jsme chtéli
dokazat.

Pokud A £ Jx(z), pak i B £ Jx(x). Situace, ze by formule na jedné
strukture platila a na druhé ne, nemize nastat. Pro spor predpokladejme, Ze
plati napt. na A. Pak podle tvahy v predeslém odstavci musi platit i na B.

Nyni vime, Ze vSechny existenc¢ni sentence, ze kterych se ¢ skladd, maji na A
i B stejnou platnost, a tedy ji musi mit i jejich booleovska kombinace — samotna
sentence .

(=) Nyni jsou A a B dvé struktury stejného k-typu t a chceme ukazat, ze
stavitel ma vyhravajici strategii na EFG(A, B, k). Postupujeme opét induked.

Zakladni krok je snadny a odpovida pohledu na zakladni krok predchozi impli-
kace z druhé strany: kdyz na dvou strukturach plati ty stejné formule hloubky 0,
jsou to pravé atomické sentence, coz znamena, ze jsou struktury isomorfni. Na
isomorfnich strukturach ma stavitel vzdy vyhravajici strategii.

Predpokladdme, Ze na A a B plati tytéz MSOJi+ 1] sentence. Nechf nicitel
tahne bez jmy na obecnosti do A (tahy do B se dokazi symetricky) vybérem
prvku a € dom(A) nebo mnoziny A C dom(A); postup pro mnoZinové tahy
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je opét analogicky, a proto jej vynechavame. Vezméme oy (x) charakteristickou
formuli -typu ¢ struktury A a prvku a (Definice @)

Ta je kvantifikdtorové hloubky 4. Z predpokladu A =479 B plati na A a B
tytéz sentence hloubky i + 1, tedy i formule Jzay;(x). Protoze jsme vzali oy (z)
zévislou na volbé a, vime, ze A = ay(a).

Protoze Jxa;(x) plati i na B, existuje b € dom(B) svédek této formule na B.
Protoze a;(x) plné charakterizuje i-typ struktury a vybér prvku a plati jak na
A, tak na B, pro kazdou formuli ¢ hloubky i plati A = ¥(a) < B = ¢(b). To
lze opét Tvrzenim @ ekvivalentné prevést na (A, a) E ¥ < (B,b) = W, z ¢ehoz
méame (A, a) =M (B,b).

To nam uz diky indukénimu predpokladu dava, ze stavitel ma vyhravajici
strategii na EFG((A, a), (B, b), 7). Protoze jsme vybrali a libovolné, muzeme takto
najit stavitelovu odpovéd na kazdé a. Pokud mé ale stavitel vyhravajici strategii
na EFG((A,a), (B,b),i) pro kazdé a, pak ji ma i na EFG(A, B,i+ 1). To jsme
chtéli dokazat.

Stavitelovu odpovéd na mnozinové tahy najdeme obdobné. [

2.4.5 Aplikace Ehrenfeuchtovy-Fraissého véty

Jak jiz bylo zminéno, Ehrenfeucht-Fraissé hry jsou nastrojem teorie koneénych
modelil pro dokazovani vysledkli o popisné schopnosti logickych jazyki. Typicky
postup je nasledujici. Méjme vlastnost P a logicky jazyk £ a néjaké rozdéleni £
do tiid L[0], L[1],...,L[k],.... Abychom ukazali, ze P ¢ L, najdeme pro kazdé
k > 0 dvé konecné struktury A, a By takové, ze:

° Ak‘ Eﬁ Bk
o A maé vlastnost P, ale B nikoliv

Protoze jsou obé struktury stejného k-typu a maji na nich vSechny formule
L[k] stejnou platnost, a presto mé vlastnost P jen jedna z nich, miZeme prohlésit,
ze zadna L formule nemtze P rozhodnout.

Priklad 49. Napriklad uvedme tvrzeni, ze v FO nelze popsat acyklicita grafu.
Nebudeme zachazet do detailt (ty lze nalézt opét v Libkinové knize [Lib04]),
ale uvedme, Ze pro kazdé k je potfeba sestrojit dva grafy G} a G ndsledujicim
zpusobem. G}, je cesta délky 2m, G% jsou disjunktni cyklus a cesta, oboje délky m.
Pak se ovéfi, ze pro m > 281 plati G} =FC G2, ale zjevné G}, je acyklicky a G
ne.

V ditkazu Courcellovy véty tuto metodologii potiebovat nebudeme, ale zcela
od véci neni. Napriklad se pomoci ni dokéaze, ze hamiltonicitu nelze popsat for-
muli z MSO;. Dostaneme-li rozhodovaci problém nad strukturami s omezenou
stromovou sitkou a napadne nas pouzit Courcellovu vétu, mizeme se v pripadé
neuspésného snazeni pokusit dokazat, ze vlastnost nelze pomoci MSO popsat. To
jesté nemusi znamenat, Ze by problém nesel fesit jinym zptisobem, ale je to dobry
prvni krok.

Vyzkum her se za timto icelem zabyva napiiklad hledanim postacujicich pod-
minek pro existenci vyhravajici strategie stavitele. Jeden z pristupt zavadi jistou
modifikaci hry. V ni pozadujeme, aby si nejprve nicitel vybral jednu ze struk-
tur a zahral vSsechny mnozinové tahy, potom na to odpovi stavitel ve zbyvajici
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strukture a nésledné oba hraji klasickou Ehrenfeucht-Fraissé hru, ovSem pouze
s prvkovymi tahy. Takové tpravé se Tika Ajtaiova-Faginova hra |[AF90]. Druha
rodina pristupt zavadi jistou normu, porovnavajici podobnost struktur v néjakém
»okoli“ prvku, zvanou Hanfova nebo Gaiffmanova lokdlnost [Lib04].

Jisté neni bez zajimavosti, ze posledni zajimavéjsi (tedy takovy, kterému se
dostalo dlouhodobé pozornosti odbornikii) pokus o ditkaz P£NP od Deolalikara
vyuzival pravé metod deskriptivni slozitosti. Diikaz za nadéjny povazovali napri-
klad Cook nebo Vardi.

V zésadé diukaz pouziva zminénych vysledki od Fagina a Immermana (totiz
ze NP = 350 a P = FO(LFP)) a nésledné se snazi pouzit vyse popsanych (a po-
krocilejsich) technik k dukazu, ze FO(LFP) neni dostate¢na pro popis problému
3SAT. Aktudlni stav ditkazu je ten, ze Immerman poukéazal na dvé zasadni chyby,
které se Deolalikarovi zatim nepodatilo opravit a Immerman je povazuje za ne-
odstranitelné. Presto je tento pokus hodnocen pomérné kladné, zejména proto,
ze predstavuje cerstvy pohled na feseni zminéného slavného problému.

Vice se vztahem deskriptivni slozitosti a hierarchie parametrizované slozitosti
(W hierarchie) zabyvé naptiklad ¢ldanek od Downeyho et al. [DFR97]. Zajimavou
otazku o mozné existenci Sirsi t¥idy problému fesitelnych na grafech omezené
stromové sirky, ale nejspis nedefinovatelnych pomoci MSO, otevira Kolman et al.
ve ¢lanku [KLS09].
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3 Courcellova véta

Konecné se dostavame k hlavnimu predmétu prace, Courcellové vété. Pro jeji
ditkaz budeme potfebovat lemma, které mluvi o vztahu k-typt struktur induko-
vanych uzlem stromového rozkladu a struktur indukovanych rodi¢em tohoto uzlu.
Umozni nam pak pouzit znalost k-typtd mensich struktur k rychlému urceni k-
typu vétsich struktur, az nakonec zjistime k-typ celé vstupni struktury. Definice
a lemma pochézi z prace Gottloba et al. [GPW10].

Nasleduje dikaz Courcellovy véty, ktery je primou aplikaci tohoto lemmatu.
Na zavér kapitoly zminime nékolik zptsobi, jak algoritmus rozsirit i na kvanti-
fikace pres relace vyssich arit, neboli jak jej rozsitit i pro MSO,, formule, a déle
jak algoritmus ucinit efektivnéjsim.

3.1 Kompozicni lemma

Pripomenme, ze zkratka (A[S;], @) znaé¢i podstrukturu A indukovanou prvky ka-
pes podstromu stromového rozkladu zakorenéného v s.

Definice 50. Necht je w > 1 a A a B jsou 7-struktury. Déle necht (aq, ..., a,)
a (bo,...,by) jsou dvé (w + 1)-tice prvka z A a B.

Dvé (w + 1)-tice (ag,...,aw) a (bo,...,by) nazveme ekvivalentnimi a piSeme
(ag,...,ay) = (bo,...,by), pokud pro kazdy relaéni symbol R € 7 a vSechny

a-tice (i1, ... ,iq) € {0,... w}%, kde a je arita R, plati ekvivalence R4(a,,, ..., a;,) <
RB(by, ..., b;,).

Ekvivalentné lze tict, ze ((ag, . . ., Gw), (bo, - - ., by)) je ¢astetnym isomorfismem
mezi A a B.

Lemma 51. Necht A a B jsou T-struktury, S a T jejich normalizované stromové
rozklady sirky w a necht je s vnitrni uzel v S a t vnitrni uzel v T . Bud k pevné
prirozené cislo.

(1) Permutacni uzly. Necht je s’ jeding syn s vS at' jeding synt v'T.

Dale oznacme a, @', b a V' kapsy uzli s, s', t at’', v tomto poradi.

Pokud (A[Sy],a') =€ (B[Ti], V) a existuje permutace 7 takovd, Ze

m(a) =a aw(b) =V, pak (A[S,],a) =M5C (B[T;],b).

(2) Nahrazovaci uzly. Necht je s' jeding syn s v S a t' jeding syn t

v T. Ddle oznacme a = (ag, a1, ..,ay), @ = (ag,a1,...,0,), b =
(bo, b1,y ... by) a 'tV = (b,b1,...,by) kapsy uzli s, s', t a t', v tomto
poradi.

Pokud (A[Sy],a') =M (B[Ty],V) a a = b, pak (A[S],a) =15¢
(B[T:,b).
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(8) Vétvici uzly. Necht s1 a sg jsou dva synové s v S a t; a ty dva
synovét v T.

Pokud (A[S.,],a) ="°° (B[T.,],b) a (A[S.,],a) =" (B[T,,).b). pak
(A[Ss], @) =5 (BT, b).

Diikaz. Dikaz lemmatu provedeme podanim vyhravajici strategie stavitele na
vetsi strukture z predpokladu existence vyhravajici strategie na mensich struktu-
rach. Poznamenejme, Ze se dikaz nese v duchu kompozicnich vét, jako je napriklad
Fefermanova-Vaughtova véta [Mak04]. Ve ¢lanku [GPW10], ze kterého lemmata
vychazeji, se jejich dikaz nenachézi. Postupujeme ale obdobné jako napriklad
Frick ve své disertaci [Fri01].

Upozornéme také, ze vSechny indukované struktury uzlu s (a dalsich), se kte-
rymi pracujeme, obsahuji konstanty urcujici poradi prvkua v kapse A,.

V piipadech prvnich dvou typi uzli stromového rozkladu (tedy uzli permu-
tacnich a nahrazovacich) postupujeme obecné nasledovné. Podle predpokladu a
podle Ehrenfeuchtovy-Fraissého véty existuje vyhravajici strategie stavitele ve
hie H' = EFG((A[Sy],a@'), (B[Ty],V), k). PopiSeme vyhrévajici strategii pro sta-
vitele ve hie H = EFG((A[S.],a), (B[T],b), k), coz opét podle Ehrenfeuchtovy-
Fraissého véty staci k ditkazu této casti lemmatu. Vyhravajici strategie stavitele
pro H bude krok po kroku napodobovat vyhravajici strategii stavitele v H’.

V kazdém kroku rozlisime dva zakladni pripady, totiz zda nicitel hraje prv-
kovy nebo mnozinovy tah. Zabyvame se pouze tahy do indukované podstruktury
struktury A; pro tahy do indukované podstruktury v B najdeme symetricky.

(1) permutacni uzly. Tento pripad je nejjednodussi. (A[Sy],a’) a (A[S4],a)
(resp. (B[Ty],V') a (B[T;],b)) maji stejné domény, tedy posunem od s’ k s (resp.
t' k t) se nepotkdme s novymi prvky.

Uvazme nejprve niciteliv prvkovy tah a € A[S;]. Pokud a & A, vybereme b
podle stavitelovy strategie v (B[Ty],b'). Naopak je-li a € Aj, je to néjaké a; €
{ao, ..., ay}. Pak odpovime b;.

Déle uvazme niciteliv mnozinovy tah A C A[S,]. A rozdélime na dvé dis-
junktni ¢asti ATW A, = A, kde A* = An{ag,...,a,} a A, = A\ A*. Pak odpo-
vime mnozinou B = B* W B;, kde B, je stavitelova odpovéd na A, v (B[Ty], V),
a Bt = {b;|la; € AT}.

V (A[S;],a) se nenachdzeji Zddné nové prvky nebo relace oproti (A[Sy],@’).
Tento vybér tedy musi byt caste¢nym isomorfismem, byl-li jim vybér v puvodni
(A[Ss],@). Tim jsme ukazali stavitelovu odpovéd v (B[T;],b) na nicitelovy tahy
do (A[S],a).

(2) nahrazovaci uzly. V (A[Ss],a) se vyskytuje novy prvek ag. Pro nicitelav
prvkovy tah a € A[S,] vybereme bud b dle stavitelovy strategie v (B[Ty],V),
pokud a # ag, nebo by, pokud a = ay.

Pro mnozinovy tah A C A[S,] vybereme bud B dle stavitelovy strategie
v (B[Ty], V), pokud ay € A, nebo vybereme B’ U by pro B’ stavitelovu odpo-
védna A" = A\ ap v (B[T], V).

Protoze je Ay separator, vime z vlastnosti stromového rozkladu, ze aq je
v (A[S,],a) v relaci jen s n&jakymi prvky z A,. Navic predpoklad a = b, iik4,
ze na prvcich A, se relace z 7 chovaji stejné, jako na prvcich B;. Z toho lze vi-
dét, ze vyse zvolené volby a a A zachovaji ¢astecny isomorfismus a mame dobrou
odpoved.
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(3) vétvici uzly. Tento pripad se od predchozich ponékud lisi. Predpokladem
jsou opét podle Ehrenfeuchtovy-Fraiss¢ho véty vyhrdvajici strategie stavitele ve

hréach H, = EFG((A[SS1]> C_l), (8[7;1]7 b)’ k) a Hy = EFG((A[832]> C_L), (8[7;2]7 b)v k)
Opét popiSeme vyhravajici strategii stavitele pro hru H = EFG((A[S,], a), (B[T:],b), k)
a tim podle Ehrenfeuchtovy-Fraissého véty dokazeme tuto ¢ast lemmatu.

Tento pripad se lisi od predchozich tak, ze se musime zabyvat dvémi pod-
strukturami misto jedné. Nalézt odpovidajici staviteliv tah by proto mohlo byt
obtizné, ale diky vlastnostem stromového rozkladu a pritomnosti prvka kapes
jako konstant v podstrukturach syni to je mozné.

Pro niciteluv prvkovy tah a € A[S;] rozliSujeme tii pripady. Pokud a € A[Ss, ]

a zarovenl a € A[Ss,], vybereme jako b stavitelovu odpoveéd v (B[T,],b). Pokud
naopak a € A[S,,] a a € A[S,,], vybereme odpovéd v (B[T;,],b). Tteti moznost
je, ze a € (A[Ss,]NA[Ss,]), neboli, protoze A; je separdtor, a = a; € {ag, ..., ay}.
Pak zvolime odpovidajici b;.

Pro A C A[S;] mnozinovy tah nejprve rozdélime A na tii disjunktni mnoziny
AW Ay AT = A kde Ay = {a € Ala € A[Ss,] Na & A[Ss,]}, As definujeme ob-
dobné a AT = An{ay,. .., a,} (rovnost opét plati diky tomu, Ze A, je separétor).
Odpovéd B zvolime jako B = By W By W Bt pro By stavitelovu odpovéd na A,
v (A[S,],a), By stavitelovu odpovéd na Ay v (A[S,],a) a BT = {b;|la; € A*}.

U prvkovych tahu je korektnost volby b pro a € A" ziejm4 z predpokladu. Aby
fungovala i volba b pro a € AT, musime ukazat, ze obé strategie (pro (B[T;,],b) i
(B[T,], b)) se na ni shodnou. To ale plyne z toho, ze obé tyto struktury obsahuji
prvky b jako konstanty, a proto se na nich musi shodovat i vSechny relace.

Skutecnost, ze By a By dobre zrcadli volbu A; a As, plyne opét z predpokladu.
Stavitelovy strategie pro (B[T;,],b) a (B[T:,],b) se shodnou i na volbé B* proto,
7e jsou b konstantami v obou strukturach. [

3.2 Courcellova véta a algoritmus

Courcellova véta je piimou aplikaci predchoziho lemmatu. Vyslovime a doka-
zeme ji v zékladni podobé (pro rozhodovaci problémy, tedy problémy popsané
sentencemi). V nésledujici kapitole budeme diskutovat mozna rozsiteni. Nejprve
v navaznosti na Definici p( (o elementarni ekvivalenci (w + 1)-tic) zavedeme nor-
malizaci kapsy, kterou budeme potiebovat v algoritmu.

Definice 52. Pro strukturu Afa] indukovanou kapsou a = (aq, .. ., a,) myslime
normalizaci kapsy a strukturu ziskanou z Afa] nahrazenim vsech vyskytt prvkua
v relacich ¢isly od 0 do w dle pozice prvku v kapse. Znacime norm(.Alal).

Thned je vidét, Ze pro dvé kapsy a a b plati norm(Ala]) = norm(A[b]) pravé
tehdy, kdyz a = b dle Definice @D

Véta 53. Rozhodovaci problém definovany MSO sentenci ¢ nad T-strukturami
stromové Sitky nejvyse w lze vyresit pro strukturu A v case O(f(|¢|,w) - |A|) pro

néjakou funkci f : N x N — N.

Diikaz. Dokazeme predvedenim algoritmu. Na vstupu predpokladame MSO for-
muli ¢ nad abecedou 7 kvantifikatorové hloubky k, 7-strukturu A a jeji norma-
lizovany stromovy rozklad 7. Ten lze najit pouzitim postupu ze ¢lanku [Bod96]
a néslednou aplikaci tvrzeni o normalizovaném rozkladu (Tvrzeni [L9).
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Algoritmus prochézi rozklad od listu ke koreni a vyhodnocuje k-typy vsSech
podstruktur indukovanych jednotlivymi uzly. Zkracené budeme tedy nékdy ho-
vorit o k-typu uzlu. Pro kazdy tento k-typ si algoritmus zapamatuje prvni nale-
zenou strukturu tohoto typu jakozto jeho svédka. Navic si v§ima druht prechodi
od syna (syni) k otci (analogicky k predchozimu lemmatu) a nalezené prechody
uklada do tabulek pro pozdéjsi pouziti. Pouziva néasledujici datové struktury:

o types je kladné celé c¢islo. Je to pocitadlo nalezenych k-typt. Umozni kaz-
dému k-typu priradit prirozené ¢islo, dosud nepritazené zadnému z k-typt.

o Kazdy uzel ¢t ma nasledujici atributy, z nichz nékteré mohou byt prazdné;
pak fekneme, Ze se rovnaji hodnoté null.

— t.bag je kapsa uzlu t
— t.type je ¢islo oznacujici k-typ struktury (A[T], t.bag)

— t.child je syn uzlu t, mé-li ¢ jediného syna (tedy je-li ¢ permutacni nebo
nahrazovaci uzel)

— t.lchild a t.rchild jsou pravy a levy syn uzlu ¢, mé-li ¢ dva syny (tedy
je-li t vétvicl uzel)

o W je tabulka svédku nalezenych k-typu. Pro i < types je W[i] néjaka
struktura (A[T¢],a), o niz vime, ze je k-typu i.

o P je tabulka nalezenych prechodi od syna, jehoz k-typ je i, k otci, kdyz
je kapsa syna permutaci 7 kapsy otce. Pak je P(i,7) ¢islo oznacujici k-typ
otce.

e R je tabulka nalezenych ptrechodt od syna, jehoz k-typ je i, k otci, kdyz
se kapsa syna lisi od kapsy otce pouze na prvni pozici a Ala] je struktura
indukovand kapsou otce. Pak je R(i, norm(.Ala))) ¢islo oznacujici k-typ otce.

e B je tabulka nalezenych prechodt od syni, jejichz k-typy jsou disla ¢ a 7,
k otci s kapsou identickou kapsdm syni. Pak je B(i, j) ¢islo oznacujici k-typ
otce.

Datové struktury W, P, R a B budeme implementovat naptiklad jako hasho-
vaci tabulky, zptisob implementace ovlivni jen konstantu schovanou v O(f(|e|, w)).

Piipomenime, Ze relaci =799 lze testovat simulaci Ehrenfeucht-Fraissé hry pro
dané dvé struktury. Relaci A |= ¢ lze testovat simulaci prislusné Hintikka hry
MCG(A, ¢). Pro tcely algoritmu necht predstavuje vyraz MCG(A, ¢) funkci,
kterd vraci true v pripadé, ze stavitel ma vyhravajici strategii v Hintikka hte
MCG(A, ¢), a ktera vraci false v opa¢ném piipadé.

Algoritmus decide(A, T, ¢)

Vstup: A rela¢ni m-struktura, 7 jeji stromovy rozklad sitky w a t jeho koren, ¢
MSO formule kvantifikdtorové hloubky k

Vystup: true, pokud A = ¢, false, pokud A }£ .
recursive_ label(t)
return MCG(W{t.type], )
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Procedura recursive_ label(t)

Vstup: t uzel stromového rozkladu 7
Vystup (nepiimy): Nastavi u uzlu ¢ a vSech uzli jeho podstromu atribut .type
odpovidajici k-typu struktur jim odpovidajicich.
if ¢ je list then
bruteforce(t)
else if ¢ je permutacni uzel then
recursive_ label(t.child)
if P(t.child.type,7) # null then
t.type < P(t.child.type, )
else
bruteforce(t)
P(t.child.type, m) < t.type
end if
else if t je nahrazovaci uzel then
recursive_label(t.child)
if R(t.child.type, Alt.bag]) # null then
t.type < R(t.child.type, norm(Alt.bag)))
else
bruteforce(t)
R(t.child.type, norm(A[t.bag])) < t.type
end if
else if ¢t je vétvici uzel then
recursive_ label(t.lchild)
recursive__label(t.rchild)
if B(t.lchild.type,t.rchild.type) # null then
t.type < B(t.lchild.type, t.rchild.type)
else
bruteforce(t)
B(t.lchild.type, t.rchild.type) < t.type
end if
end if

Procedura bruteforce(t)

Vstup: t uzel stromového rozkladu 7
Vystup (nepfimy): Nastavi do atributu t.type k-typ struktury (A[T],a).
for i =1 — types do
if (A[T;],a) =M5C W[i] then
t.type <1
end
end if
end for{S} k-typem uzlu ¢ jsme se jesté nesetkali; zavedeme jej.
types < types + 1
t.type < types
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Procedura decide(A, T, ¢) rozhodne formuli ¢ nad A v linedrnim ¢ase s kon-
stantou zavislou pouze na stromové sitce tw(.A) a kvantifikdtorové hloubce for-
mule k£ = ¢r(¢). To nahlédneme takto. Necht 7' = |MSOI#||, neboli T' je index
relace =M5C. Jisté T zévisi pouze na k. Jak jsou omezené velikosti tabulek W,
P, R a B?

o W obsahuje nejvyse T" polozek.

o P obsahuje nejvyse T - (w + 1)! polozek, pro (w + 1)! predstavujici pocet
riznych permutaci 7 u permutacniho uzlu.

« R obsahuje nejvyse T - |R| poloZek, pro |R| = [Ig.er 2T podet viech
moznych realizaci relaci z 7 na w + 1 prvcich predstavujicich kapsu nahra-
zovaciho uzlu.

« B obsahuje nejvyse T? poloZek, jednu za kazdou dvojici k-typti setkdvajicich
se u vetvictho uzlu.

Ziejmé tedy jejich velikosti nezavisi zadnym zptisobem na velikosti vstupni
struktury |A|. Déle ¢as simulace Ehrenfeucht-Fraissé hry pri testovani ekvivalence
dvou struktur =59 ziejmé zavisi jen na k a velikostech testovanych struktur.

Predstavme si, ze jsou jiz tabulky naplnéné informacemi o vSech k-typech
a o vsech moznych prechodech mezi uzly. To lze zajistit napriklad induktivni
konstrukei vSech moznych k-typu a prechod, jak to déla Gottlob et al. [GPW10].
Protoze jesté A nezname, muzeme povazovat takto straveny ¢as za ,pripravu®,
kterd trva jen konstantné dlouho.

Jadrem algoritmu je procedura recursive label. Ta vykonava nasledujici:

« Vyhodnoti k-typy vsech listu. Jak listy, tak vSechny struktury Wi], vaci
kterym jsou listy testovany, jsou svou velikosti nezavislé na |A|. Listu je
nejvyse linearné vzhledem k |A| a toto vyhodnoceni tedy celkové zabere

cas O((f (], w)) - [A]).

o Vyhodnoti k-typy vSech vnitinich uzli z predpocitanych tabulek. Uzla je
téz nejvyse linearné a kazdy vyhodnotime pouhym nahlédnutim do tabulky,
takze dohromady to zabere ¢as O((f(|p], w)) - |A]).

Dohromady 2 - O((f(|e],w)) * |A]) = O((f(|¢],w)) * |A]). My sice tabulky
predpocitané nemame, ale vSechen c¢as straveny na jejich naplnéni v dobé béhu al-
goritmu muzeme zapocitat do zminéné "pripravy”, a tak jej schovat do konstanty.
Proto bézi v ¢ase O((f(|p|,w)) - |A|) i popisovana procedura recursive_label.

V praxi zadnou ,pripravu“ neprovadime; takovy postup by byl zbyteénym
plytvanim a popsany algoritmus bude mit ve svych tabulkach jen ty informace,
které skutecné potiebuje. Pro tcely nahlédnuti horniho odhadu slozitosti algo-
ritmu se ale predstava predpocitanych tabulek hodi.

Druhym krokem algoritmu decide je test relace Wlt.type] = ¢ (pro t koren
stromového rozkladu struktury A) pomoci Hintikka hry MCG(W [t.type], ). Jak
uz jsme nahlédli vyse, velikost vSech struktur Wi] nezavisi na velikosti .4, a proto
vyhodnoceni dané Hintikka hry trva pouze cas O(f(|¢|, w)). O

Timto jsme podali samostatny diikaz Courcellovy véty.
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3.3 Rozsireni a dodatky
Popis relace =59 pomoci Ehrenfeucht-Fraissé her se ukdzal byt velmi praktic-
kym v dikazu Lemmatu p1| a jak ukazeme déle, umoznuje i snadno nahlédnout
nekteré dalsi vlastnosti naseho algoritmu, potencialni optimalizace a rozsiteni.

3.3.1 Optimalizac¢ni varianty a kvantifikace v MSO,,

Jak uz jsme zminili, neexistuje MSO; formule rozhodujici hamiltonicitu grafu
[EF95]. Presto je znamym faktem, Ze tento problém lze nad grafy omezené stro-
mové Sitky efektivné rozhodnout. Proto nas nemusi prekvapit, ze jiz rok po pub-
likaci pavodni Courcellovy véty, ktera umoznovala pouze monadické kvantifikace
a mluvila o rozhodovacich problémech, vysel ¢lanek od Arnborga et al. [ALS91|
zobecnujici ji na kvantifikatory vyssich arit, vyhodnocovaci a dokonce i optimali-
zacni problémy. Vyhodnocovaci problém je zadan formuli s volnymi proménnymi
a jako vystup pozadujeme néjaké jeji splnujici ohodnoceni, pokud existuje; op-
timaliza¢ni problém minimalizuje ¢i maximalizuje funkce velikosti mnozin, které
jsou volnymi proménnymi formule. Pomoci tohoto vysledku lze diky formuli popi-
sujici hamiltonicitu grafu, kterou jsme uvedli jako ptiklad MSO, formule (Ptiklad
@]), rozhodnout i tento problém pres Courcellovu vétu.

Pristup pres Ehrenfeucht-Fraissé hry popsany v této praci umoznuje snadno
nahlédnout rozsitreni na MSO, pro pevné k. Definice Ehrenfeucht-Fraissé her
svymi prvkovymi a mnozinovymi tahy reflektovala prvkové a mnozinové kvan-
tifikatory formule. Zabyvame-li se tedy formulemi, které kvantifikuji i pres relace
a jejich podmnoziny, musime pro né definici her rozsitit, coz znamena také rozsi-
it definici ¢astecného isomorfismu. Nebudeme zachézet do technickych detailt,
ale uvedeme ptiklad.

Chceme-li pro grafy umoznit kvantifikaci pres hrany (jak ¢ini napf. formule
rozhodujici hamiltonicitu), pfibudou do Ehrenfeucht-Fraissé hry , hranové“ a ,mno-
zinové hranové® tahy. Vybrané vrcholy, hrany a podmnoziny vrcholi a hran
v obou grafech pak urcuji ¢asteény isomorfismus, pokud mimo standardnich po-
zadavk:

e hrany prvniho grafu se zobrazuji na hrany ve druhém grafu tak, zZe iso-
morfismus souhlasi i na prislusnych vrcholech (jak jejich volbé, tak jejich
,barvé®),

e Castecny isomorfismus zachovava ,barvy“ hran.

Barvami myslime prislusnosti do vybranych mnozin vrcholi nebo hran.

3.3.2 Specialni Ehrenfeucht-Fraissé hry

Tento a nésledujici oddil mluvi o zlepseni faktoru f(|¢|, w) ve slozitosti algoritmu
implementujictho Courcellovu vétu. Je na misté podotknout, ze existuji dolni
odhady [FGO04], z nichz plyne, Ze bez ohledu na pouzity pristup nelze nikdy ziskat
f elementarni v k£ a w. To v podstaté znamena, ze pro libovolny algoritmus
implementujici Courcellovu vétu existuje ,zédkerna“ formule ¢, pro niz bude f
nabyvat hodnot vézové funkce.
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Mluvime-li tedy dale o ,zlepSovani faktoru f(|¢|, w)*, myslime tim postupy,
které mohou usnadnit sestrojeni formule, pro niz bude mit algoritmus slozitost
blizkou slozitosti ru¢né sestrojenych algoritmi pro dany problém. Napiiklad Kneis
et al. [KLR11] pfedstavuje algoritmus, ktery nabyva pro formuli popisujici pro-
blém minimalniho vrcholového pokryti stejné slozitosti, jako specializovany al-
goritmus pro tento problém. Pro problém 3-obarvitelnosti ma algoritmus faktor
slozitosti zavisly na w a k roven 9%, zatimco pro specializovany algoritmus je to
3". I to je velice dobry vysledek. Timto pristupem se dale zabyvame v Oddile #.2.

Vztah jednotlivych druht taht (prvkovych a mnozinovych) Ehrenfeucht-Fraissé
hry a kvantifikdtora formule reflektuje nésledujici ivaha. Hry byly ptuvodné za-
vedeny jako nastroj popisujici relaci =F© a obsahovaly jen prvkové tahy, odpovi-
dajici prvkovym kvantifikatorim formule. Nase aktualni definice povoluje druhy
tahi v libovolném poradi st¥idat, stejné jako se mohou kvantifikdtory (prvkové a
mnozinové) libovolné stridat v MSO formuli.

Uvazme existenéni monadické formule, to jest formule MSO, které zacinaji
posloupnosti & mnozinovych existen¢nich kvantifikatort, za nimiz nasleduje FO

formule hloubky r. Pro tuto tifdu formuli lze analogicky k ekvivalenci =M5°

a MSO[H-typu definovat ekvivalenci =°° a IMSO[A]-FO[r]-typ. Vsimnéme si,
ze vsechny takové formule jsou jisté i v. MSO[k + r|. Hra charakterizujici tuto
ekvivalenci se nazyva Ajtai-Fagin hra [AF90] a hraje se nasledovné:

« Nicitel si vybere A nebo B libovolné a jeho prvky obarvi ¢ = 2% barvami.
o Stavitel ve druhé struktute obarvi prvky ¢ barvami.

« Oba hraci mezi sebou hraji EFG(A, B, ), v niz ale mohou pouzivat pouze
prvkové tahy.

Prvni tahy zfejmé odpovidaji vybérim vsech & mnozin ze zacatku formule
— barva pri vrcholu vyjadiuje jeho prislusnost do téchto mnozin. Navazujici hra
EFG(A, B, r) omezena na prvkové tahy odpovidd FO podformuli v druhé ¢ésti
formule.

Kdybychom méli jistotu, ze na vstupu naseho algoritmu bude pravé IMSOI]-
FO[r] formule, mohli bychom misto EFG(A, B, k+r) v algoritmu pouzit pro zjis-
téni k-typu vyse popsanou Ajtai-Fagin hru. Je ziejmé, Ze vyhodnoceni takové hry
je podstatné efektivnéjsi, nez vyhodnoceni EFG(A, B, k + r). Navic MSO[k + 7]-
typt je jisté mnohem vice, nez IMSO[A]-FO[r]-typi. Pravé pocet typu ale urcuje
zasadnim zptsobem faktor f(|p|, w) éasové slozitosti algoritmu a proto je zadouci
se jej snazit co nejvice snizit.

Nemohli bychom tedy i my brat v potaz potadi a druh kvantifikatort vstupni
formule a tim zlepsit i faktor f(|p], w) sloZitosti algoritmu? Zamérem této prace
neni popsat vsSechny technické detaily, které by takovy postup zahrnoval, ale
podame alespon priblizny néstin toho, co by obnéasel.

Bud ¢ MSO formule nad abecedou 7 popisujici néjakou vlastnost 7-struktur.
Prevedme ¢ na ekvivalentni formuli v, kterd je v prenexnim tvaru. Pak ¢ =
Q171Q2% - - - Qnintatom(Z, X), kde Q; jsou néjaké posloupnosti mnozinovych kvan-
tifikdtortu (nerozliSujeme obecné a existencni kvantifikitory), ¢; jsou posloupnosti
prvkovych kvantifikdtorii a ¥gem(Z, X) je atomickd podformule s volnymi prvko-
vymi proménnymi Z, které byly vybrany kvantifikatory (g;),, a volnymi mnozi-
novymi proménnymi X, které byly vybrany kvantifikatory (Q;)™,. Délka Q1 a Gy
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muze byt nulova podle toho, jakym kvantifikatorem zacind a konci kvantifikato-
rova ¢ast formule.

Informaci o poradi a druzich kvantifikatori muzeme zakdédovat do 2n-tice ¢i-
sel (P, p1, Py, pa, ..., Py,pn) pro P délku Q; a p; délku §;, zkrdcené tuto 2n-tici
oznacujme P. Muzeme iici, Ze ¢ pochézi z mnoziny formuli MSO[P] (oznacu-
jici pravé formule s timto typem stiidani kvantifikitori) a prislusnym zptisobem
také zavést ekvivalenci E%/ISO. Tuto ekvivalenci charakterizuje jistd modifikace
Ehrenfeucht-Fraissé hry — hru upravime tak, ze prvnich P; taht je mnozinovych,
dalsich p; taht je prvkovych a tak dale, az poslednich p,, tahii je prvkovych. Tuto
hru ozna¢ujme EFG(A, B, P).

Pak lze v naSem algoritmu v proceduie bruteforce nahradit test =M°¢ testem
relace E%/[SO. Simulace ji prislusné hry je efektivnéjsi a k-typt této relace je jisté
méné, nez ptvodni relace =5¢ uz jen proto, ze MSO[P] € MSO[k] pro k =

i1 (P + i)

3.3.3 Zobecnéné kvantifikatory

Vratme se jesté k formuli pro 3-obarvitelnost grafu (Priklad @) Formule zacina
trojici existencnich mnozinovych kvantifikatort a o mnozinach jimi vybranych
pak pomoci dvou FO formuli fekne, Ze tvoii rozklad mnoziny vrchola (formule
Partition(R, G, B)), a Ze jsou nezavislé. KdyzZ si predstavime vyhodnocovéni této
formule hrubou silou, lze fict, Ze postupné zkousi vsechny mozné trojice podmno-
zin vrcholt a testuje, zda tvori rozklad a jsou nezavislé. Misto toho by mohla
rovnou zkouset jen vSechny trojice podmnozin vrcholi, které jsou rozklady — téch
je totiZ o trochu méné (3" oproti 23") — a a7 pro ty testovat, zda jsou nezdvislé.
To by vyzadovalo do jazyka zavést jakysi ,zobecnény kvantifikator®.

Jak se ukazuje, zobecnéné kvantifikatory (generalized quantifiers) [Wes11] ne-
predstavuji nijak novou myslenku. Zjednodusené (a z pohledu informatiky) si
miizeme zobecnény kvantifikdtor pro formuli p(z, X) piedstavovat jako ,iterdtor*
pres spliujici ohodnoceni této formule. V prikladu formule 3-obarvitelnosti grafu
by to znamenalo ,iterovat“ pres spliiujici ohodnoceni formule Partition(R, G, B).

Rozhodné je mimo rozsah této prace se zobecnénymi kvantifikdtory zaby-
vat blize. Za pozornost ale stoji, ze jejich pouzitim v metaalgoritmickych vétach
(jako je Courcellova véta) se nikdo, zdad se, nezabyva. Navic rozsifit soucasny
pristup pres Ehrenfeucht-Fraissé hry na zobecnéné kvantifikatory definovatelné
MSO formulemi by nemélo byt prilis komplikované, a prineslo by to jisté zlep-
seni faktoru f(|p|, w) ve slozitosti algoritmu, stejné jako lepsi popisnou schopnost
jazyka, v némz vlastnosti struktur definujeme.

Ani toto rozsifeni ndm samoziejmé neumozni ,,obejit“ znamé dolni odhady

[FGO4).
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4 Kam dal

V této kapitole nastinime nékolik zajimavych soucasnych vysledkl souvisejicich
s Courcellovou vétou a jejim praktickym vyuzitim.

4.1 Datalog a logické programovani

Pavodnim hlavnim zamérem préace byla implementace algoritmu, ktery dava da-
kaz Courcellovy véty, dle postupu Gottloba et al. v élanku [GPW10]. Pfi blizsim
pohledu vychazi najevo, ze zamér ¢lanku je ponékud jiny, nez nalezeni efektivniho
obecného algoritmu. Autori v ném ukazuji, Ze jista podmnozina databazového do-
tazovactho jazyka Datalog [CGT90, AHV95] (ktery je sém syntakticky podmno-
zinou jazyka Prolog, ale jejich sémantika se 1is{) umoznuje sestaveni efektivnich
programt rozhodujicich urcité tézké problémy nad strukturami s omezenou stro-
movou sitkou. Toto pozorovani pak zobecnuji ve stylu Courcellovy véty: uvedou
konstrukei, ktera pro kazdou zadanou MSO sentenci ¢ a dané w sestavi datalo-
govy program, jenz ¢ rozhodne nad strukturou stromové sitky w v ¢ase linearnim
ve velikosti A4 a délce programu P pro pevné k = gr(p).

Clanek pokracuje rucni konstrukei datalogového programu, ktery rozhoduje
3-obarvitelnost grafu. Tento program sice opravdu fesi dany problém efektivné, je
ale rucné zkonstruovany a nese velké mnozstvi optimalizaci, které vseobecny po-
stup, popsany drive ve ¢lanku, nedokéaze udélat, a bez nichz by vysledny program
nevykazoval zdaleka tak dobré vysledky.

Autofi v tivodu ¢lanku zminuji nékteré vyhody tfeseni tézkych problému po-
moci Datalogu. Prestoze neni jejich obecny postup v praxi pouzitelny, v mnoha
ohledech poskytuji uziteny vhled do problematiky a cesta prevodu formule na
logicky program je jisté lakava. Mezi vyhody tohoto pristupu patii:

o Popisnost logickijch programai. Logika MSO dovoluje zapisovat slozité vztahy
velice struénym zptisobem, ale jeji sémantika se nehodi pro praktické pou-
ziti. Logické programy zachovavaji popisnost ptivodni formule, ale zaroven
umoznuji efektivni vyhodnoceni.

o FEuxistujici optimalizace. Software pouzivany pro vyhodnoceni logickych pro-
gramu (at uz mluvime o Datalogu, nebo jiném obecnéjsim jazyku) méa za
sebou dlouhy vyvoj, spoustu vyzkumu a obecné optimalizace, ze kterych
kazdy zkonstruovany program tézi.

o Strucnost. Obvykly postup dikazu Courcellovy véty, totiz konstrukce tzv.
stromového automatu, ma za vysledek program exponencialni velikosti vzhle-
dem k velikosti formule. V logickém programovacim jazyce lze casto zkon-

33



struovat maly program, ktery slozité vétveni prenechava vyhodnocujicimu
software.

Vyzkum datalogu navic v poslednich letech proziva jisté oziveni v souvislosti
s uvedenim rozsifeni Datalog® [CGLT10]. Proto se domnivdme, Ze dalsi vyzkum
vztahu mezi logickym programovanim a logickymi jazyky by mohl pfinést ovoce
i pro praktické implementace Courcellovy véty.

4.2 Rozsirené Hintikka hry

V roce 2009 vysel zajimavy ¢lanek Langera a Kneise s nazvem ,, A Practical Ap-
proach to Courcelle’s Theorem* [KL09Y]. V tomto ¢lanku autori dokazuji optima-
lizaéni variantu Courcellovy véty, fesici problémy typu opt|U| : U C V(U) pro
opt € {min, max}, ¢ € FO a V mnozZinu vrchola grafu. I takto omezeny jazyk
staci pro popis mnoha tézkych optimalizacnich problémi, jako je nalezeni mi-
nimalniho vrcholového pokryti, minimalni dominujici mnoziny nebo maximalni
nezavislé mnoziny grafu.

Pristup omezeni jazyka, kterym se problém popisuje, je zajimavy sdm o sobé.
MSO je mocny jazyk, ale pravé kvili tomu ma dodnes Courcellova véta spise
jen teoreticky vyznam. Jiz v predchozi kapitole jsme vidéli, jak miize ptridani
dodatecnych informaci do formule (napfiklad pomoci zobecnéného kvantifikatoru)
pomoci pri jejim vyhodnocovani.

Clanek déle obsahuje néktera zajimava pozorovani o Ehrenfeucht-Fraissé hrach,
kterd umoznuji déle optimalizovat jejich simulaci, a v zavéru ¢lanku se dozvidame,
ze experimentalni vysledky potvrzuji jisty potencial tohoto postupu.

Autori ve své snaze nalézt efektivni pristup k plné Courcellové vété nepolevili
a v nedavné dobé spolu s Rossmanithem uvedli ¢lanek ,,Courcelle’s Theorem —
A Game-Theoretic Approach® [KLR11]. V tomto clanku skute¢né podavaji alter-
nativni dikaz Courcellovy véty pro LinMSO problémy, neboli problémy popsa-
telné jako optimalizace linedrni funkce velikosti mnozin MSO formule.

Zasadni zménou proti predchozimu clanku ale je presun pozornosti od Ehrenfeucht-
Fraissé her k Hintikka hram. Autori zavadi rozsirenou Hintikka hru, ktera se hraje
nad indukovanymi podstrukturami a proto nemé kompletni informaci o celé struk-
ture. Setkavame se tedy poprvé s hrou, kterd obsahuje remizové pozice. Autori
ukazuji, jak z c¢astecnych teSeni téchto her pro mensi struktury lze kompozici
ziskat ¢astecnd Teseni pro vétsi struktury, az ziskame feseni pro celou strukturu.

Vyhodou pouziti Hintikka her je vétsi blizkost ptivodni formuli a tim padem i
vlastnosti, kterou popisuje. Zatimco nas dikaz z celé formule pouzil pouze infor-
maci o jeji kvantifikdtorové hloubce (a ptipadné o stiidani prvkovych a mnozino-
vych kvantifikdtort), pfistup pouzivajici Hintikka hry blizce kopiruje standardni
vyhodnocovani formule, ale tispésné pritom vyuziva i znalost jejiho stromového
rozkladu malé sitky:.

Navic v nasem pristupu pres Ehrenfeucht-Fraissé hry neni ziejmé, jak rozsirit
kompozi¢ni lemma zptsobem, ktery by umoznoval nejen formuli rozhodnout, ale
i nalézt jeji splnujici ohodnoceni. I tento problém se autortim podafilo prekonat.
Uvazime-li, ze odhady slozitosti béhu obecného algoritmu pro formule popisujici
konkrétni problémy se ¢asto nelisi (nebo ne prilis) od slozitosti specializovanych
algoritmiu a experimentalni vysledky jsou presvédcivé, je asi ziejmé, proc se tento
pristup zda byt velmi nadéjnym.
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4.3 Jiné typy rozkladia

Jak jsme jiz zminili, stromovy rozklad a stromova sitka byly zavedeny pri praci
na Graph Minor Project Robertsona se Seymourem [RS84, RS86]. V ramci stej-
ného projektu se objevilo nékolik dalsich ,sitek” a rozkladi, jako je cestovd sirka
(pathwidth) a vétvici sirka (branchwidth). Hleddni vhodnych rozkladu se tim sa-
moziejmé nezastavilo. Hlavnim problémem stromového rozkladu a rozkladt vyse
zminénych je predevsim jejich nepouzitelnost pro husté grafy.

V roce 2000 prisel Courcell a Olariu [CO00] s novym typem rozkladu a sirky,
klikovou sirkou (cliquewidth), které jsou vhodné pravé pro pouziti s hustymi grafy.
Navic téhoz roku dokdzal Courcelle et al. [CMRO0] metaalgoritmickou vétu pro
grafy omezené klikové sitky obdobnou té, ktera je predmétem nasi prace. Klikovou
sitku zminuji i autori ¢lanku diskutovaného v predchozim oddile [KLR11]. Tvrdi,
ze popisovany algoritmus by byl podstatné jednodussi pro klikové rozklady a
hlavni praktickou prekazou pro jejich Sirsi pouziti je obtiznost hledani klikovych
rozkladu potrebné (omezené) sitky.

Jesté jinym druhem sitky je rankovd Sirka (rankwidth), kterd je témér ekvi-
valentni klikové Sifce (struktura mé omezenou rankovou sitku, pravé kdyz ma
omezenou klikovou $ifku) a poprvé ji zavedl Oum a Seymour [{0S06]. Protoze
je klikové sitce témér ekvivalentni, vztahuje se na ni i vySe zminény metaalgorit-
micky vysledek pro klikovou sitku [CMRO0]. Pfimo pro rankovy rozklad tentyz
vysledek metodou rozsitenych Hintikka her dokézal Langer et al. [LRS11).

Posledni typ sitky, ktery zminime, pochazi opét od Courcella [Coul0]. Je jim
specidlni stromovd $irka (special treewidth), jejiz definice se v prvnich dvou bodech
shoduje s definici standardni stromové sitky, ovSsem posledni bod pozaduje, aby
uzly rozkladu obsahujici konkrétni vrchol indukovaly v rozkladu cestu, nikoliv
podstrom. Z toho lze vidét, Ze se jedna o silnéjsi pozadavek a autor clanku zatazuje
tuto sitku mezi cestovou sitku a stromovou sitku. To autorovi umoznuje dokazat
metaalgoritmickou vétu pro grafy s omezenou specialni stromovou sitkou a ukazat
pritom, ze konstanta slozitosti nevzroste tolik, jako v pripadé obdobné véty pro
standardni stromovou sitku.
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5 Implementace

Na tvod komentare implementace algoritmu popsaného v Kapitole B uvedme po-
hled na ,vétsi obrazek® vztahu optimalizaci a rychlosti algoritmil. Clanek [Bix02]
se zabyva zrychlenim reSeni obecnych tloh linedrniho programovani v pritbéhu 20
let. Autor pise, ze celkové zrychleni bylo asi 30,000,000x. Z toho podil zrychleni
hardware za tuto dobu byl asi ,,jen® tisicinasobny. Za zbyvajici zrychleni v fadu
desitek tisic byly zodpovédné teoretické optimalizace algoritmti.

Pavodnim zamérem prace bylo vytvorit v praxi upotfebitelnou implementaci
Courcellovy véty. Bohuzel se az pozdéji ukazalo, ze ¢lanek [GPW10], na némz je
nas dikaz Courcellovy véty a souvisejici algoritmus zalozen, se pro praktickou im-
plementaci nehodi. Naopak velmi nadéjné vypadajici ¢lanek [KLR11] vysel teprve
priblizné dva mésice pred terminem dokonceni prace. Je ztejmé, ze algoritmy vy-
chazejici z Courcellovy véty se stale jesté nachazi v té fazi vyzkumu, kdy ma vetsi
prinos hledani spravného teoretického pristupu spise nez optimalizace zvoleného
algoritmu naptiklad pouzitim nizkourovnového programovaciho jazyka.

Ze zminénych divoda byl pro konecnou implementaci zvolen programovaci
jazyk Python [vRO7]. Jeho hlavni prednosti je snadnd citelnost (jednim z cila
autora jazyka byla co nejvétsi blizkost syntaxe pseudokédu), velké mnozstvi do-
stupnych knihoven se svobodnou licenci a také vzrustajici popularita jeho pouziti
ve védeckych vypoctech [JOPT , ST].

5.1 Struktura knihovny pycourcelle

Program je implementovan jako knihovna pycourcelle, kterd obsahuje ctyti
hlavni moduly.

Prvnim je modul graphs, ktery se stard o ziskdni stromového rozkladu a
naslednou normalizaci (dle Tvrzeni ) Obsahuje také dalsi funkce souvisejic
s manipulaci se vstupnim grafem a jeho stromovym rozkladem. Zasadni mérou se
opirda o knihovnu pro praci s grafy NetworkX [HSS08|, pro nalezeni stromového
rozkladu pouziva (Javovou) knihovnu LibTW [vDvdHS06], kterd vznikla jako
prace Bodlaenderovych studentii.

Druhy modul se jmenuje formulae a slouzi pro praci s MSO formulemi. Ob-
sahuje parser postaveny na knihovné LEPL [Cog | a tiidy pro prislusné typy
formuli. Hierarchie tiid formuli sleduje paradigma objektové orientovaného pro-
gramovani, coz znacné zjednodusilo implementaci tohoto modulu. Modul déle
zajistuje prevod formule do prenexniho norméalniho tvaru, jehoz bezkvantifikato-
rova ¢ast odpovida pozadavkiim negacni normalni formy, a tudiz je takto ziskand
formule vhodna pro pouziti v obou typech popisovanych her.

Tteti modul games implementuje popisované logické hry — Hintikka hru MCG
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a Ehrenfeucht-Fraissé hru EFG. Tato implementace sleduje obecnou definici po-
zicni hry, kterou jsme zavedli v ivodu Kapitoly R.4. To umoznuje opét pouzit
objektovée orientované paradigma a napriklad sdilet metodu pro vyhodnoceni hry.

Posledni modul algorithms obsahuje hlavni tfidu CourcelleAlgorithm, ktera
pouziva vsechny predchozi moduly. Jednd se o samotnou implementaci algoritmu
vyplyvajiciho z diikazu Courcellovy véty, kterd prijima na vstupu graf a formuli a
aplikaci metody decide() danou formuli nad grafem rozhodne. Struktura tiidy
odpovida popisu algoritmu v Oddile B.2. Mimo tuto tfidu se v tomto modulu
nachézeji jesté tridy pro konkrétni algoritmy, jako je 3-obarvitelnost a hledani
indukovaného podgrafu.

Pro tucely ladéni a analyzy béhu algoritmu je soucasti knihovny téz modul
utils, ktery obsahuje funkci report, jiz lze vyuzit jako dekordtor (dekoréator
je syntakticky konstrukt jazyka Python umoznujici snadno modifikovat existu-
jici funkce a metody néjakou funkei vyssiho fadu). Umisténi fadku @report nad
definici funkce nebo metody zptsobi, Ze program bude pfi jejim volani vypi-
sovat vstupni argumenty, a pri vraceni hodnoty bude vypisovat tuto hodnotu.
Prikladem pouziti je pravé predchozi modul algorithms a metoda decide, jejiz
vyhodnoceni je programem vypisovano v pomérné prehledné podobé pravé diky
tomuto dekoratoru.

Jako demonstraci pouziti modult vyse popsanych nakonec obsahuje knihovna
modul examples s funkcemi test_graphs, test_formulae atd. Jeho zdrojovy
kod lze chapat jako rychly tivod do pouziti knihovny pycourcelle. Téz obsahuje
funkce pro testovani rychlosti béhu nékterych algoritmii. Vysledky tohoto testu
popisuje Kapitola .

V4

5.2 Instalace a pouziti

Knihovna pycourcelle pro sviij béh vyzaduje nainstalovany programovaci jazyk
Python ve verzi 2.7 nebo vyssi a Java Runtime Environment (kvili knihovné
LibTW). Dale je silné doporuc¢eno pouzit nastroj virtualenv pro vytvoreni izo-
lovaného , kontejneru” za tcelem snadné instalace Python knihoven. Vétsina po-
uzivanych distribuci OS Linux jim disponuje ve svych standardnich repozitarich.

Kontejner vytvoreny nastrojem virtualenv umoznuje doinstalovat libovolné
Python balicky bez potteby zvlastnich prav a zaroven bez ovlivnéni zbytku sys-
tému. Navic je do kontejneru automaticky nainstalovan nastroj pip, ktery spo-
lupracuje s online databazi Python balickli a automaticky si stdhne vsechny po-
trebné zavislosti (v nasem pripadé knihovny NetworkX a LEPL).

V priloze prace se nachazi soubor PyCourcelle-0.1.tar.gz; toto je Python
balicek obsahujici vSechny potiebné informace o zavislostech a podobné. Neni
jej potieba rozbalovat ani pro néj vytvaret zvlastni adresat — o to vse se stara
virtualenv a pip. Pomoci nésledujicich prikazii vytvorime virtualenv kontej-
ner, aktivujeme jej a nainstalujeme knihovnu pycourcelle. Vystup pro strucnost
vynechavame:

$ virtualenv pycourcelle_testing
$ source pycourcelle_testing/bin/activate
$ pip install PyCourcelle-0.1.tar.gz

Mezi zévislostmi balicku PyCourcelle je i nastroj IPython [PGO07], ktery
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slouzi k usnadnéni prace s interaktivnim interpretem jazyka Python a je po-
mérné popularni ve védecké komunité. Nabizi naptiklad dokonc¢ovani nazvii po-
moci stisknuti tabulatoru (tab completion) a vylepseny ladici nastroj ipdb. Na-
sledujici prikazy ukazuji spusténi interpretu ipython a kratkou ukéazku préace
s knihovnou networkx:

$ ipython

In [1]: import networkx as nx

In [2]: k4 = nx.complete_graph(4)
In [3]: c5 = nx.cycle_graph(5)

V prvnim ptikazu jsme nacetli networkx a pritadili ji alias nx. Ve druhém
prikazu jsme vytvorili uplny graf Kj, ve tfetim ptikazu cyklus na 5 vrcholech
Cs. NetworkX obsahuje funkce pro generovani mnoha dalsSich typa grafi, jako
treba pravidelnych mrizek, nahodnych grafi atd. Téz je mozné nacist graf ze sou-
boru; NetworkX podporuje vétsinu v praxi pouzivanych formatt. Dokumentace
NetworkX je volné dostupna a na vysoké trovni, proto neni potfeba se ji dale
zabyvat. Uzitecnd mize byt znalost funkce ipythonu pro zobrazeni dokumen-
tace k libovolnému objektu — staci za objekt umistit symbol 7, naptiklad takto
(nezajimavé polozky vynechavame):

In [4]: nx.cycle_graph?

Type: function

Base Class: <type 'function'>

Definition: nx.cycle_graph(n, create_using=None)
Docstring:

Return the cycle graph C_n over n nodes.
C_n is the n-path with two end-nodes connected.

Node labels are the integers 0 to n-1
If create_using is a DiGraph, the direction is
in increasing order.

/

Nasledujicimi prikazy ziskame stromovy rozklad diive definovaného Cj, zako-
fenime jej a normalizujeme (dle Tvrzeni @[):

In [56]: from pycourcelle import graphs

In [6]: td = graphs.TD(cb)

In [7]: rooted_td = td.get_rooted()

In [8]: rooted_td.normalize()

Nyni bychom chtéli ukézat ptiklad prace s modulem formulae. Vezméme
napriklad jednoduchou formuli, ktera tika, ze ve grafu je mmnozina, jez obsa-
huje dva rizné vrcholy, mezi nimiz je hrana. Matematicky zapis by byl ¢ =
AW 32Ty (—(x = y)) A ((z,y) € E9) A (x € W) A (y € W). Za pomoci modulu
formulae to provedeme nasledovné (""" v Pythonu ohranic¢uje viceradkovy feté-
zec):

In [9]: from pycourcelle import formulae

In [10]: phi_text = """EW( Ex( Ey( (-(x=y))
oot & (e(x,y)) & (W) & (W(y)) )

In [11]: phi = formulae.Formula.parse(phi_text)
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Zvolena formule témér tuplné demonstruje nami zvolenou syntaxi pro repre-
zentaci MSO formuli. Existenéni kvantifikator znac¢ime pismenem E, vSeobecny
kvantifikator A; prvkové proménné jsou mald pismena abecedy, mnozinové pro-
ménné vsechna velka pismena abecedy vyjma prve zminénych dvou. Dale mame
symboly pro logické spojky nasledujici: & pro A, | pro V, -> pro — a - pro —. Ko-
necné atomické formule mame trech podob, totiz pro dvé prvkové proménné x a y
syntaxe x=y odpovidd r = y, e(x,y) odpovida (x,y) € EY a pro W mnozinovou
proménnou znaci W(x) vztah x € W.

Déle ukazeme, jak rozhodnout phi nad vytvorenym grafem Cf, jak rozhod-
nout 3-obavitelnost nad K a také jak rozhodnout, zda C5 obsahuje K, jako
indukovany podgraf. Prvni problém fesi obecny algoritmus implementovany tii-
dou CourcelleAlgorithm, ktery na vstupu pfijima formuli a graf. Druhy pro-
blém Ttesi algoritmus SubgraphAlgorithm, ktery na vstupu prijima testovany
graf a podgraf, ktery v ném hledame. Posledni problém rozhoduje algoritmus
ThreecolAlgorithm, jenz na vstupu prijima jediny graf.

Posledni dva algoritmy jsou implementovany jako ttidy, které dédi od obecné
tiidy CourcelleAlgorithm. Vytvoreni nové instance algoritmu najde stromovy
rozklad grafu, normalizuje jej a pripravi si datové struktury pro béh algoritmu.
Zavoldni metody decide nejprve rekurzivné zjisti k-typ celého grafu (volanim
metody label) a nésledné otestuje platnost formule na svédku zjisténého k-typu
grafu pomoci Hintikka hry. Pravé tento posledni krok miizeme nahradit vlastnim
algoritmem, ktery spoustime nad nalezenym svédkem; vyhodnoceni pomoci Hin-
tikka hry trva casto velmi dlouho. Proto nékdy testujeme pouze ¢as provedeni
metody label.

Tedy zpét k interpretu:

In [12]: algl
In [13]: alg2
In [14]: alg3

algorithms.CourcelleAlgorithm(c5, phi)
algorithms.ThreecolAlgorithm(k4)
algorithms.SubgraphAlgorithm(c5, k4)

A algoritmy vyhodnotime...

In [15]: algl.decide()
Out [15]: True
In [16]: alg2.decide()
Out [16]: False
In [17]: alg3.decide()
Out[17]: False

Vice se 1ze o struktutfe knihovny a zptsobu pouziti dozvédét ¢tenim zdrojo-
vého souboru examples. py, ptipadné samotnych implementaci. Zdrojové soubory
obsahuji komentare, jejich struktura je ve vétsiné pripadi pomérné prehledna a
vyznam datovych struktur a metod ziejmy.

5.3 Vykon a omezeni
Pro zajimavost jsme porovnali vykon knihovny v jednom ptipadé pii pouziti ofici-

alniho interpreta jazyka Python a ve druhém pripadé pri pouziti optimalizujiciho
just-in-time kompilatoru PyPy [BCFR09]. Tento projekt je stale jesté ve vyvoji,
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ale v posledni dobé nabyva ¢im dal vétsi popularity a naptiklad pro ¢isté nume-
rické programy dosahuje vykonnostnich vysledki témér srovnatelnych s programy
napsanymi v jazyce C.

Nésledujici tabulka ukazuje dobu béhu algoritmu pro dva typy tloh. Prvni je
pouze label faze algoritmu urceni 3-obarvitelnosti ¢tvercové miizky. Napriklad
pro mrizku 3 x 3 je v tabulce fadek 3COL 3x37. Druhy typ tloh je plny béh algo-
ritmu rozhodujiciho, zda je zadany graf podgrafem vstupniho grafu. Pro problém
rozhodujici, zda je graf K, podgrafem Cj, piSeme napriklad C5 in K47. Byly
provedeny tti béhy programu, uvadime prameér c¢asu v sekundach.

Problém Python 2.7 | PyPy
3COL 3x37 0,72 0,47
3COL 4x47? 1,58 1,62
3COL 5x57 6,29 4,00
3COL 6x67 22,8 21.1
3COL 7x77? 120 8,84
3COL 8x87 1358 885
K3 in 2x107 181 103
2x2 in 2x107 264 130
2x2 in 2x127 278 141
2x2 in 2x147 241 124

7 téchto vysledkii zfejmeé plyne, Ze nas program neni nijak vhodny pro pouziti
na vstupech, s nimiz se setkavame v praxi. Pro jakékoliv dalsi pouziti programu
je tedy potieba na tato omezeni pamatovat.

5.4 Mozné optimalizace

Knihovna v aktualni podobé neobsahuje témér zadné optimalizace vykonu. Za-
jimava myslenka, kterou knihovna obsahuje, pochdzi od Kneise et al. [KL09] a
tyka se vyhodnocovani Ehrenfeucht-Fraissé her. V podstaté jde o to, ze v mnozi-
novych tazich nezkousime vsechny mozné volby podmnoziny, ale ,,odlozime* je az
do prvkovych tahi. Pri prvkovém tahu pak prozkoumame vsechny moznosti rozsi-
feni dosud vybranych mnozin timto prvkem. Tak se vyhneme zbyte¢nym volbam
mnozin, jejichz prvky bychom napiiklad v dalsich tazich viibec nevybrali.

Déle také implementace obsahuje zlepseni popsané v Oddile 7?7, které pri
vyhodnoceni relace =99 reflektuje potadi jednotlivych typti kvantifikitort ve
formuli.

Asi nejvétsi slabinou stavajici implementace je, ze pti vyhodnocovani Ehrenfeucht-
Fraissé her se ¢astecny isomorfismus neustale kopiruje. Moznosti feseni tohoto
problému jsou dvé. Prvni je pouziti persistentnich datovych struktur obvyklych
ve funkciondlnim programovani — takové struktury jsou neménné a tedy nemizou
prenést zadnou zménu stavu mezi sousednimi vétvemi vyhodnoceni hry, ale zaro-
ven interné vétsinu dat sdileji a tedy nezaberou zdaleka tolik paméti, jako stavajici
pristup. Vyhodou je téz snadnd paralelizace tohoto pristupu. Druhou moznosti je
pecliva implementace vyhodnocovani hry tak, aby bylo mozné datovou strukturu
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pro ¢astecny isomorfismus sdilet; tento pristup paralelizaci vylucuje.

Obecné je typickym prvnim krokem pti optimalizaci Python programu zamé-
rfeného na vykon prepis nejvice zatézovanych smycek vykonnéjsim zpusobem. To
se provadi obvykle jednim ze dvou zptisobt. Tradi¢ni postup je kod primo prepsat
do jazyka C tak, aby pak bylo mozné z néj zkompilovat Python modul a ten nacist
do puvodniho programu. Novéjsi zpiisob je zaloZzeny na software Cython [BBE0g],
ktery kompiluje zdrojové kédy v jazyce podobném Pythonu (v podstaté je tento
jazyk syntaktickd nadmnozina Pythonu, kterd oproti nému obsahuje deklarace
typt a dalsi primitiva uzitend pro optimalizaci) do optimalizovaného C/C++
kédu. Ten se opét zkompiluje do strojového kédu a lze jej nacist v ptvodnim
programu.

Jak jsme ale jiz zminili v ivodu této kapitoly, v soucasné dobé se zda, ze vétsi
moznosti optimalizace algoritmu se tykaji jeho teoretickych zakladu, spise nez
implementacnich detaila.
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6 Zaver

Ackoliv dnes patii Courcellova véta mezi klasické vysledky spadajici do oblasti
algoritmi a teorie slozitosti, do ucebnic téchto disciplin se zatim tato véta s kom-
pletnim diikazem casto nedostalall. Ditkaz Courcellovy véty je ovsem mozno na-
jit v Tadé ucebnic ¢ knih z oblasti logiky [FGO6]. Typickym prostiedkem di-
kazu Courcellovy véty jsou tzv. stromové automaty. Za hlavni prinos této prace
povazujeme poskytnuti samostatného dikazu Courcellovy véty zalozeného na
Ehrenfeucht-Fraissé hrach.

Prestoze popsany pristup pres Ehrenfeucht-Fraissé hry neni zcela obvykly,
ma nékteré vyhody. Naptiklad poskytuje elementarni nastroje teorie koneénych
modelt pro dokazovani vysledkl o popisné schopnosti jazyka. V tomto smyslu je
zajimava otdzka ohledné popsatelnosti t¥idy ,spravedlivych® problému [KLS09].
O nékterych se vi, Ze je 1ze Tesit v polynomialnim case, je-li stromova sitka grafu
omezena. Nezda se ale, zZe je 1ze popsat pomoci monadické logiky druhého radu.
Pravé na tuto otazku by bylo zajimavé pouzit naptiklad v této praci popsané
techniky teorie kone¢nych modeli.

Pouzity pristup pres Ehrenfeucht-Fraissé hry také privedl nasi pozornost ke
zobecnénym kvantifikatortiim. Moznostmi, které poskytuji, se nejspis zatim nikdo
v souvislosti s Courcellovou vétou nezabyva. My uvadime zatim pouze vcelku
elementarni vysledek o zlepseni vyhodnocovani Ehrenfeucht-Fraissé hry lepsim
vyuzitim znalosti formule a o Ehrenfeucht-Fraissé hrach pro formule se zobecné-
nymi kvantifikatory (viz Oddily S.S.j a l3.3.3), ale domnivame se, Ze ma smysl se
jimi zabyvat vice.

Ttetim prinosem prace je skuteénd implementace algoritmu zalozeného na di-
kazu Courcellovy véty. Ackoliv neni svym vykonem vhodné pro pouziti v praxi,
ma svou hodnotu jako demonstrace popsanych vysledki, véetné popsaného zlep-
seni vyhodnocovani Ehrenfeucht-Fraissé her reflektujictho potradi prvkovych a
mnozinovych kvantifikatori ve formuli. Navic se v soucasnosti zda vhodnéjsi za-
meérit svou pozornost smérem teoretického vyzkumu.

Ve zbyvajicich odstavcich struéné shrneme nékteré mozné dalsi sméry badani
souvisejictho s Courcellovou vétou.

Jak nastinuje Kapitola {, jednim ze smért vyzkumu Courcellovy véty je hle-
dani vhodného jazyka pro popis problémt rychle fesitelnych nad strukturami
s omezenou stromovou sitkou. O Courcellové vété se ¢asto mluvi jako o ,,ramci
pro Teseni téchto problému. Jak se ukazuje, ma monadicka logika druhého radu
jakozto takovy ramec pro praktické pouziti jisté nevyhody a mé smysl zkoumat
i jiné cesty.

HOvéem moznd se situace brzy zlepsi — doc. Fiala v soucasnosti pracuje na skriptech k ptred-
nasce o stromové Sitce, kterd dikaz Courcellovy véty obsahuji.
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Uzitecnym rozsitenim jazyka jsou naptiklad jiz zminéné zobecnéné kvantifika-
tory. Dalsi moznosti je cesta logického programovani. Otazky, které si napriklad
muzeme klast, se tykaji podoby logickych nebo funkciondlnich programi, jez lze
efektivné vyhodnotit nad strukturami omezené stromové sirky.

Také se miizeme ptat na vhodnost pouziti stromové sitky jako pevného pa-
rametru algoritmu. Jak zminuje Kneis et al. [KLR11], hlavni pfekazkou Sirsiho
pouziti klikové sitky je absence efektivnich algoritmt pro hledani klikovych roz-
kladi (srovnejme s linedrnim Bodlaenderovym algoritmem pro stromovou sirku
[Bod96] a vysledky o existenci dobrych heuristik [BK10]). Klikova $itka umoznuje
napriklad praci s hustymi grafy.

Opacénym smérem se vydava Courcelle [Coul(] s pojmem specidlni stromové
sitky. Ta je vice omezujici nez standardni stromova sitka, coz ale umoznuje dat
spojeni ,efektivni algoritmus“ jeho ocekavany vyznam, neboli vyhnout se neele-
mentarnim dolnim odhadim Fricka a Groheho [FGO04] pro metaalgoritmické véty
tykajici se stromové sitky a MSO.

Vyzkum v této oblasti je atraktivni zejména diky tomu, do kolika rtznych
oblasti zasahuje — dotyka se naptiklad teorie grafii a algoritmii, teorie konec¢nych
modell a logickych her, teorie databazi a logického programovani a jinych. Pro-
pojeni hlubsich vysledkt z oblasti, které spolu jinak prilis nesouviseji a vzajemné
nespolupracuji, mize prinést novy vhled do problematiky a vyznamny pokrok.
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